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Wprowadzenie

Wstep
1. Funkcje
2. Ciagiliczbowe
3. Trygonometria
4. Planimetria

Opracowanie zeszytu

dr Elzbieta Lodziriska

Katedra Matematyki Uniwersytetu Technologiczno-Humanistycznego w Radomiu
mgr Piotr Darmas

Radomski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli



Wprowadzenie

W ramach wspétpracy miedzy Uniwersytetem Technologiczno-Humanistycznym w Radomiu
i Radomskim Osrodkiem Doskonalenia Nauczycieli trwa projekt pilotazowy ,,Matematyczne
szkoty ¢wiczen”.

Cele projektu
e Gromadzenie przez studentéw doswiadczen zwigzanych z: pracg opiekunczo —
wychowawczg z uczniami, pracg dydaktyczno — wychowawczg nauczyciela
matematyki oraz konfrontowanie nabytej wiedzy z zakresu dydaktyki matematyki
z rzeczywistoscig pedagogiczng w praktycznym dziataniu, éwiczenie umiejetnosci
poprawnego prowadzenia lekcji matematyki.
e Popularyzowanie przez nauczycieli ,dobrych praktyk”, dzielenie sie wiedzg
i doswiadczeniem zawodowym.
e Rozwijanie aktywnosci matematycznej uczniéw.
e Proponowanie dziatan wptywajacych na efektywnos¢ nauczania w zakresie edukacji
matematycznej.
e \Wzbogacenie bazy pomocy dydaktycznych , szkét cwiczen”.
e Rozwdj wspotpracy miedzy UTH i szkotami radomskimi.
Sposadb realizacji projektu

Studenci:
- odbywajg praktyki wg programu praktyk opracowanego przez uczelnianego opiekuna
praktyk,
- uczestniczg w pracach szkoty wg harmonogramu opracowanego przez szkolnego opiekuna
praktyk,
- zapoznajg sie z aktualnie realizowang przez nauczyciela matematyki
podstawg programowg , rozktadem materiatu nauczania matematyki dla danej klasy,
- uczestniczg w obserwacji lekcji matematyki,
- zdobywajg umiejetnosci stosowania wiedzy z zakresu dydaktyki matematyki w trakcie
przygotowywania sie do prowadzenia lekcji matematyki,
- omawiajg przeprowadzone przez siebie lekcje ze szkolnym opiekunem praktyk,
- wiaczajg sie w organizacje zajeé pozalekcyjnych,

Nauczyciele i pracownicy uczelni:

- opracowujg program i harmonogram praktyk,

- omawiajg obserwowane i prowadzone przez studentéw zajecia,

- przekazujg informacje zwigzane z organizacjg warsztatu pracy nauczyciela matematyki,

- organizujg zajecia i wykfady otwarte dla nauczycieli placowek nie objetych projektem,

- uczestniczg w réznych formach doskonalenia zawodowego,

- proponujg formy zaje¢ pozalekcyjnych wspodtorganizowane przez studentéw i ucznidw
np. Maraton Maturalny, Dzien liczby Pi, Dzien gier matematycznych,

- upowszechniajg tzw. ,, dobre praktyki” wypracowane w ramach projektu.




Studenci Kierunku Matematyka :

Barbara Bednarek

Karolina Grotek

Adrian Gryza

Lena Krélikowska

Kamila Lipiniska

Monika Miekus

Agnieszka Peryt

Paulina Sarnowska

odbywali ¢wiczenia z zakresu Dydaktyki Matematyki i Praktyki Pedagogiczne i dydaktyczne
w |V Liceum Ogdlnoksztatcgcym w Radomiu.

Prezentujemy scenariusze lekcji przygotowane i przeprowadzone przez studentéw do
wybranych tematoéw i dziatéw programu nauczania matematyki w liceum ogdlnoksztatcagcym
i technikum (funkcje, ciggi liczbowe, trygonometria, planimetria).

Scenariusze zachowujg forme opracowang przez dang osobe i s3 materiatem do refleksji
i dyskusji.

Mogg by¢ przedmiotem dyskusji nad planowaniem realizacji programu nauczania pomiedzy
nauczycielem stazystg lub kontraktowym i opiekunem stazu.

Mogg stuzy¢ dyskusji nad sposobem przygotowywania zaje¢ i realizacji podstawy
programowej z zakresu edukacji matematycznej podczas spotkan zespotéw
przedmiotowych.

Bedziemy rowniez wdzieczni za wszelkie uwagi kierowane bezposrednio do Radomskiego
Osrodka Doskonalenia Nauczycieli.

dr Elzbieta Lodziska
mgr Piotr Darmas



Wstep

Pozytywne efekty uzyskiwane w nauczaniu matematyki zalezg m.in. od wyksztatcenia
nauczycieli, ich postawy dydaktycznej, zaangazowania, indywidualnego stosunku do
kazdego ucznia. Mowigc o kompetencjach nauczycieli nalezy przeanalizowac , jaka przeszli
droge do uzyskania dyplomu nauczyciela matematyki.

Juz w trakcie przygotowywania studenta do zawodu potrzebne jest zaangazowanie
odpowiednich placowek oswiatowych i ich doswiadczonych pedagogdéw. Nalezy unormowac
sposob ksztatcenia przysztych nauczycieli, szczegdlnie w zakresie praktycznym — potrzebne
sg szkoty ¢wiczen . Nigdzie lepiej nie da sie przygotowac nauczycieli do pracy, jak w szkole,
w ktérej student moze sie zetkng¢ z prawdziwymi problemami dydaktycznymi
i wychowawczymi. Ze wzgledu na ten niezaprzeczalny fakt, nasza Uczelnia regularnie
podpisuje umowy o wspétdziataniu ze szkotami w zakresie ksztatcenia nauczycieli.

Wspodtpraca z IV LO im. T. Chatubinskiego w Radomiu oraz z Radomskim Osrodkiem
Doskonalenia Nauczycieli pomogta w ostatnich latach przygotowac praktycznie studentéw
Uniwersytetu Technologiczno - Humanistycznego kierunku Matematyka do zawodu
nauczyciela matematyki.

W czasie zajeé z dydaktyki matematyki oraz podczas praktyk pedagogicznych i dydaktycznych
studenci uczyli sie dostosowywania réinych metod pracy nauczyciela matematyki
do mozliwosci intelektualnych uczniow.

Doswiadczeni nauczyciele zawsze twierdzili, opierajagc sie na swoim dtugoletnim
doswiadczeniu, ze matematyki mozna nauczy¢ majgc do dyspozycji tylko krede i tablice, ale
pod warunkiem, ze w procesie nauczania uczestniczg uczniowie z ,otwartymi gtowami”,
chetni do podjecia wysitku intelektualnego, $wiadomi dobrodziejstw ptyngcych
z umiejetnosci logicznego myslenia, Swiadomi, jakie korzysci daje rozwijanie intelektu.

Wazne jest wiec, aby studenci mogli sie uczy¢ jak nawigzywaé jak najlepszy kontakt
z uczniami, jak dobra¢ metode nauczania w danym momencie procesu dydaktycznego.
Trudno wyobrazié sobie obecnie proces ksztatcenia bez udziatu srodkéw interaktywnych, ale
powinny one petnié¢ jedynie role wspomagajacg prace nauczyciela, szczegélnie nauczyciela
matematyki. Zapobieganie niepowodzeniom, ich likwidowaniu i podnoszeniu efektywnosci
pracy szkolnej dobrze stuzg réznorodne koncepcje unowoczesniania procesu dydaktycznego.
B.Strychniewicz uwaza, ze aktywizowanie uczniéw réznymi metodami, np. przez stosowanie
nowoczesnych srodkéw dydaktycznych (w tym komputera i Internetu) powoduje pobudzenie
do dziatania i gtebszego przezywania tresci ksztatcenia. Dlatego powszechnie stosuje sie
nauczanie ,,wspomagane komputerowo”. Ale przed nauczycielem staje trudne zadanie — jak
wyznaczy¢ Srodek ciezkosci pracy dydaktycznej, ktory bedzie stymulowat do efektywnej
nauki nie czynigc z ucznidw ludzi wyksztatconych algorytmicznie, lecz umiejgcych
podejmowaé wyzwania intelektualne, umiejgcych samodzielnie dochodzi¢ do wiedzy



i potrafi¢ jg stosowaé. Tym wazkim problemom wspodtczesnej edukacji duzo miejsca
w swych publikacjach poswiecili T.Lewowicki, B.Siemieniecki, J.Morbitzer. Studenci
zapoznawali sie teoretycznie z tymi zagadnieniami na zajeciach z dydaktyki matematyki, zas
praktycznie w kontakcie z uczniami w czasie prowadzonych w szkole lekgji.

E.Gruszczyk — Kolczyriska sugeruje, ze nauczyciel powinien juz na poczatku swoich kontaktow
szkolnych zadbaé o uksztattowanie zachowan umozliwiajgcych wspétprace, wyciszenie
lekowych nastawien uczniéw do zadan wymagajgcych wysitku intelektualnego.

Wspotczesny nauczyciel kazdego przedmiotu musi by¢ nalezycie wyksztatcony — posiadaé
wiedze merytoryczng przedmiotu, ale takze jak najbogatszy warsztat pracy dydaktycznej,
pedagogicznej, psychologicznej. Nauczyciel musi umiec elastycznie reagowac na zachowania
uczniéw, musi by¢ entuzjasta tego, co robi, zdawaé sobie sprawe z tego, ze zte
emocje w procesie dydaktycznym obnizajg efektywnosé¢ nauczania matematyki. Nie mozna
tego osiggnac tylko na podbudowie teoretycznej, wiadomo, ze ,wprawa czyni mistrza”,
wiec kontakt przysztego nauczyciela — studenta matematyki z zywa tkanka szkolng, jaka sa
uczniowie, jest nieodzowny.

dr Elzbieta Lodzinska
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Klasa 1

Temat: Sposoby opisywania funkgji.

e uczen podaje definicje funkcji,

e uczen podaje definicje dziedziny funkcji,

e uczen podaje definicje przeciwdziedziny funkcji,

e uczen podaje sposoby, ktdre stosujemy do opisywania funkcji
e uczen stosuje sposoby opisywania funkcji w zadaniach,

Metoda:
e (wiczeniowa

Srodki dydaktyczne:
e ,Matematyka 1 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab
e ,Matematyka. Klasa 1. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna”
E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab,

Czes¢ wyktadowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia
1. Nauczyciel przygotowuje sie do lekcji: 1. Uczniowie przygotowuja sie do lekcji:
e sprawdza liste obecnosci, ® zajmujg miejsca,
e podaje temat uczniom, e przygotowuja ksigzki i przybory szkolne,

e rozdaje zadania,

2. Nauczyciel okresla czym klasa bedzie 2. Uczniowie odpowiadajg na pytania.
zajmowata sie na lekgji i zaczyna cze$é
powtdrzeniowg, w ktérej zadaje pytania
uczniom.

e Co to jest funkcja? e Funkcjg f ze zbioru X w zbidr Y (zbiory X
i Y sg niepuste) nazywamy takie
odwzorowanie, w ktéorym kazdemu
elementowi ze zbioru X zostat
przyporzadkowany tylko jeden element ze
zbioru Y .
¢ Co to jest dziedzina? e Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f,

a jego elementy argumentami funkcji f .

* Coto jest przeciwdziedzina? e Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkgji

f . Zbior tych elementow ze zbioru Y, ktére
zostaty przypisane elementom ze zbioru X,

e Jakie 53 najczestsze sposoby ktére nazywamy zbiorem wartosci funkcji f .

stosujemy do opisywania funkcji? e Najczestszymi sposobami, ktére stosujemy do

opisywania funkcji, sa:
1. Opis stowny




2. Tabelka

3. Graf

4. Zbior par uporzagdkowanych
5. Wz6r

6. Wykres

Czesc¢ ¢wiczeniowa

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

I. Nauczyciel wybiera osoby ktére rozwigzujg
zadania na tablicy. (llos¢ wykonanych zadan
zalezy od tempa pracy uczniéw)

Zadanie 1/215 (Podrecznik)

Narysuj wykres funkcji f

tabelki:
X -31-21-1/0 |1 |2

, Opisanej za pomocg

fix)|-5|-4]-3[-2]-1]0

a) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
warto$é rowng -2?

b) Jaka wartos¢ funkcja przyjmuje dla
argumentu 1?

c) Wypisz wszystkie argumenty, dla ktérych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze od -3.

Zadanie 2/215 (Podrecznik)

Skonstruuj graf funkcji Y = F().

a) FOO=VX=1 joq; x {0149}

b) f(x)=0,2-x x e{-5,-1,0,1,510}

, jesli

,jesli

I. Wskazani uczniowie rozwigzujg zadania na tablicy,
a reszta klasy w zeszytach.

Zadanie 1/215 (Podrecznik)
y T1

Il I —

a) F(X)=-2 43 x=0
b) f(l) :—1
C) f (X) > -3 dla X 6{0,1,2}

Zadanie 2/215 (Podrecznik)
a)

tabelka pomocnicza:

X 01|49
fix)|-1]0|1]2

graf, T1 X — Y

tabelka pomocnicza:




Zadanie 3/215 (Podrecznik)
Podaj wzér funkcji 9, opisanej za pomocg
zbioru par uporzagdkowanych:

a) 1(4.3),(32),(21),(1L0)}
p) 1(=3:3),(=11),(0,0), .-1), (2,-2)}

Zadanie 4/215 (Podrecznik)
f

Narysuj wykres funkcji
wzoru:
a) f:x—>3-x
1
f :x—>—x2
b) 2 jesli

, Opisanej za pomocg
Jes’ll X 6{0,1,2,3,4,5}

x e{-2,-1,012}

Zadanie 3/215 (Podrecznik)
a) 9 =x-1 4 xe{1234}
b) 9(¥) =X o4, x{-3-1012}

Zadanie 4/215 (Podrecznik)
a)

tabelka pomocnicza:

X 0(1(2|3|4 |5
fix)|3]2|1]0]-1]-2

wykres:
A
Y |1
*
+ o
1t e )
g+ —+—+—++
BS ®
- °
b)

tabelka pomocnicza:
X 21-1 |01 2
fix) |2 |05]/0/05]2

wykres:




Zadanie 8.7/172 (Zbiér zadan)
Ponizej przedstawiony jest graf pewnej funkcji

f . Podaj wzér tej funkcji.
a)

Zadanie 8.8/172 (Zbiér zadan)
Dana jest funkcja, opisana za pomocg tabelki.
Podaj wzér tej funkcji.

-251-2|-1|10|3

x|2[-1]JoJ1]2]3
yl6|-5]-4][-3]-2]1

Zadanie 8.9/173 (Zbiér zadan)
f

Dana jest funkcja ' . Podaj opis stowny tego

e L e
11 i %
i |0 1 —

Zadanie 8.7/172 (Zbiér zadan)
f(X)=£ XE{1,§,1,5,£}
a) X, gdy 224 3

) F )= X% gay X <{-3-2-10123

Zadanie 8.8/172 (Zbiér zadan)
a)y = 2X L gdy X e{-4,-2,5-2;,-1,0;3}

b) y=X-— 4, gdy xe{-2,-1,01,2,3}

Zadanie 8.9/173 (Zbiér zadan)

a) Kazdej liczbie ze zbioru 1014,9.16}

przyporzadkowujemy jej pierwiastek kwadratowy.
{—l;4,5;§;11}

b) Kazdej liczbie ze zbioru 2 4




przyporzadkowania.
a) F x> VX ggye x{014916}

f :x—>1 XE{—E;4,5;§;11}
b) X gdzie 2 4
o) fix——x x €{-10,-8,—4,6,8}
14
xe{=,—,6,8
{3 : }

, gdzie

d) fox —)O,SX’ gdZie

Il. Nauczyciel podaje prace domowg (Zadanie
8.10, 8.11, 8.12/173 (Zbidr zadan)).

przyporzadkowujemy jej odwrotnosc.
c) Kazdej liczbie ze zbioru 1-10,-8,-4,6,8
przyporzadkowujemy liczbe do niej przeciwnag.

14

{_1_a6’8}

d) Kazdej liczbie ze zbioru 3 9
przyporzadkowujemy liczbe dwa razy od niej
mniejszg.

Il. Uczniowie zapisujg prace domowa.




Klasa 1

Temat: Wtasnosci funkcji — zadania.

Typ lekcji: ¢wiczeniowa,
Czas trwania zajec: 1 godzina lekcyjna (45 minut).

CELE NAUCZANIA

Cel ogdlny :

- odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu,
- szkicowanie wykresow funkcji o zadanych wtasnosciach.

Cele szczegétowe :

Uczen:

- odczytuje z wykresu wiasnosci funkcji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe,
maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych
funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg lub najwiekszga)

- okresla na podstawie wykresu funkcji czy funkcja jest réznowartosciowa

- odczytuje na podstawie wykresu zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie (wartosci ujemne),

- szkicuje wykres funkcji o zadanych wtasnosciach.

Cele wychowawcze:
- Rozwijanie umiejetnosci poprawnego formutowania mysli.

Metody pracy:
- Metoda treningowa — rozwigzywanie zadan.

Formy pracy:
- Indywidualna,
- Praca z catg klasa.

Srodki dydaktyczne:

-,Matematyka Podrecznik i Zbiér zadan do licedw i technikéw klasa 1” (Oficyna Edukacyjna*
Krzysztof Pazdro),

- Zeszyty,

- Tablica, kreda.



Przebieg lekc;ji

Ogniwo lekcji

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

1.Czynnosci
Organizacyjne

Sprawdza obecnos$¢ ucznidéw na lekcji.

Zglaszaja nieobecnos¢ kolegow.

2.Czgs¢
wstepna:
a) zapoznanie
z celami lekcji

b)sformutowanie
tematu lekcji

) wprowadzenie
wiadomosci

a) Celem dzisiejszej lekcji jest zdobycie
umiej¢tnosci odczytywania wlasnosci
funkcji na podstawie jej wykresu.

b) Podaje temat ,,Wtasnos$ci funkcji —
zadania”.

¢) Na podstawie wykresu funkcji
mozemy okresli¢ jej wlasnos$ci takie
jak:

1) Dziedzina funkcji.

2) Zbior wartosci funkcji.

3) Miejsca zerowe funkcji.

4) Zbior argumentow, dla ktorych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
(wartos$ci ujemne).

5) Przedzialy monotonicznoS$ci
funkcji.

6) Roznowartosciowos¢ funkceji.
7) Najmniejsza oraz najwieksza
warto$¢ funkcji.

a) Analizuje czego bedzie dotyczyta lekcja.

b) Zapisuje temat lekcji.

¢) Sporzadza notatki wykorzystujac zapisy na
tablicy.

3. Czgs¢ gtowna:
a)rozwigzywanie
zadan na tablicy

a)Kontroluje prace uczniow
1 koryguje bledy.

a) Rozwigzuje zadania na tablicy.
Zapisuje rozwigzania w zeszytach.

Zadanie 1.
Na ponizszym rysunku jest
przedstawiony wykres funkcji

y = f(x). Odczytaj z wykresu
wiasnosci tej funkcji.
a)
¥
4 v fin
+5
. +-4
+3
+ ST ([, I N o
-5 -4 -3 ~2 -1 __11 2 3.4 5X
{3
-3

Zadanie 1.
Rozwigzanie:

a) 1) Dziedzina funkcji.
Df =<-2,3>

2) Zbior wartosci funkcji.
ZWs =<15>

3) Miejsca zerowe funkcji.

Brak miejsc zerowych.
4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x)>0dla xe<-23>

5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest malejgca w przedziale < —-2,3 >
6) Roznowartosciowos¢ funkcji.

Funkcja jest roznowarto§ciowa.

7) Najmniejsza oraz najwieksza warto$¢
funkcji.




d)

Funkcja osigga warto$¢ najwicksza 5 dla x =—-2
oraz warto$¢ najmniejsza 1 dla x =3

b) 1) Dziedzina funkcji.
Df =(-5)

2) Zbior wartosci funkcji.
W5 =(-2,2>

3) Miejsca zerowe funkcji.

f(x)=0dla x=3
4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje warto$ci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x) >0 dla x € (—=,3)

f(x) <0 dla xe(3,5)
5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest stata w przedziale (—oo,1>
funkcja jest malejaca w przedziale <1,5)
6) Roznowartosciowos¢ funkcji.
Funkcja nie jest r6znowarto$ciowa.
7) Najmniejsza oraz najwieksza wartos$¢
funkecji.
Funkcja osigga warto$¢ najwicksza 2 dla
X € (—oo,1 > , brak warto$¢ najmniejsze;j

¢) 1) Dziedzina funkcji.
Df =<-7,5)

2) Zbior wartosci funkcji.
IW§ =<-2,5>

3) Miejsca zerowe funkcji.

f(x)=0dla x=-6 oraz x=-2
4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje warto$ci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x) >0 dla x e< -7,-6) U (-2,5)

f(x) <0 dla x € (-6,-2)
5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest rosngca w przedziale < —4,3 >
funkcja jest malejaca w przedziale < —7,—4 > oraz
w przedziale < 3,5)

6) Roznowartosciowos¢ funkcji.
Funkcja nie jest roznowarto$ciowa.

7) Najmniejsza oraz najwi¢ksza wartos¢
funkecji.
Funkcja osigga warto$¢ najwickszg 5 dla x =3
oraz warto$¢ najmniejszg —2 dla X =—4

d) 1) Dziedzina funkcji.




oW sE OO <

Df =(-5-2)U(-2,6>

2) Zbior wartosci funkcji.
ZW¢ =<-5,6)

3) Miejsca zerowe funkcji.

f(x)=0dla x=-3 oraz x=4
4) Zbior argumentow, dla ktéorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x)>0dla x e (-5-3) U (4,6 >

f(x) <0 dla xe(-3,-2)u(-2,4)

5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest rosngca w przedziale < 2,6 >
funkcja jest malejaca w przedziale (—5,—-2) oraz
w przedziale (-2,2 >
6) Roznowartosciowos¢ funkcji.

Funkcja nie jest roznowartosciowa.
7) Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢
funkciji.
Funkcja osigga warto$¢ najmniejszg —5 dla X =2
, brak warto$ci najwigksze;j.

Zadanie 2.

W prostokatnym uktadzie
wspotrzednych naszkicuj wykresy
dwoch funkcji, z ktorych kazda spenia
jednoczesnie nastgpujace warunki:
- Dziedzing funkc;ji jest przedziat
(-3,7).

- Zbiorem wartos$ci funkcji jest
przedziat < -5,4).

- Funkcja ma trzy miejsca

zerowe: -1, 2,5.

Zadanie 2.
Rozwigzanie:

np.




Zadanie 3.
Ponizej przedstawione sg wykresy

39 13X

Zadanie 3.
Rozwigzanie:

d) 1) Dziedzina funkcji.
Df =(-6,4>

2) Zbior wartosci funkcji.
IW§ =<-2,3>

3) Miejsca zerowe funkcji.

f(x)=0dla x=—4 oraz x=0
4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x) >0 dla x € (-6,—4) u (-4,0)

f(x) <0 dla xe (0,4 >

5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest rosngca w przedziale < —4,-2 >
funkcja jest malejgca w przedziale (—6,—4 > oraz
w przedziale < -2,4 >

6) Roznowartosciowos¢ funkcji.
Funkcja nie jest roznowarto§ciowa.

7) Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢
funkciji.

Funkcja osigga warto$¢ najwigkszag 3 dla x = -2
oraz warto$¢ najmniejszg —2 dla x =4

e) 1) Dziedzina funkcji.

Df =<-4)5)

2) Zbior wartosci funkcji.

ZIW¢ =<-2)5)

3) Miejsca zerowe funkcji.

f(x)=0dla x=4

4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x) >0 dla x e<—4,2) U (4,5)

f(x) <0 dla x e< 2,4)

S) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest rosngca w przedziale < —4,-2)

oraz w przedziale < 2,5)

funkcja jest malejaca w przedziale < —2,2)
6) Roznowartosciowos¢ funkcji.

Funkcja nie jest roznowartosciowa.
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7) Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢é
funkcji.

Funkcja osigga warto$¢ najmniejszg —2 dla X =2
, brak warto$ci najwigksze;.

f) 1) Dziedzina funkcji.

Df =<-32>0(34>

2) Zbior wartosci funkcji.
IWg =<-3-2>0U<24>

3) Miejsca zerowe funkcji.

brak miejsc zerowych
4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x)>0dla xe<-3-2>U(34>

f(x)<0dla xe(-22>

5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.
funkcja jest rosngca w przedziale (—2,0 >
funkcja jest malejagca w przedziale < —3,—2 > oraz
w przedziale < 0,2 >
funkcja jest stata w przedziale (3,4 >
6) Roznowartosciowos¢ funkcji.
Funkcja nie jest roznowartosciowa.
7) Najmniejsza oraz najwieksza wartos¢
funkciji.
Funkcja osigga warto$¢ najwigkszg 4 dla x =-3
oraz warto$¢ najmniejszg —3 dla X =2

Zadanie 4.

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastgpnie
na jego podstawie omow witasnos$ci
funkgji f:

d)

%x, jesli xe(—w0,—-2>

f(x)=49-2, jesli xe(-21>
-X, jesli xe(l,+x)

Zadanie 4.
Rozwigzanie:

1) Dziedzina funkcji.
Df =R
2) Zbior wartosci funkcji.




ZW¢ =(—o0—-1>

3) Miejsca zerowe funkcji.

brak miejsc zerowych

4) Zbior argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie (wartosci
ujemne).

f(x)<0dla xeDjf

5) Przedzialy monotonicznosci funkcji.

funkcja jest rosngca w przedziale (—oo0,—2 >
funkcja jest malejaca w przedziale (1,+0)

funkcja jest stala w przedziale (—2,1>

6) RoznowartosSciowos¢ funkcji.

Funkcja nie jest roznowarto§ciowa.

7) Najmniejsza oraz najwi¢ksza warto$¢
funkcji.

Funkcja osigga warto$¢ najwiekszg —1 dla X =—-2
wartos$ci najmniejszej brak

Zadanie 5.
Na postawie wykresu funkcji
odpowiedz na pytania:

Yi 1 1

a) Jaka jest dziedzina i zbior wartosci
funkcji f?

b) Dla jakich argumentow wartos¢
funkcji f wynosi 2?

c) W jakim przedziale funkcja f jest
rosngca?

d) Dla jakiego argumentu wartos¢
funkcji fjest najwigksza? Ile wynosi
najwieksza warto$¢ funkc;ji?

Zadanie 5.
Rozwigzanie:
a) Df =<-4.8)
IWg =<-24>
b) y=2dla x=-2 oraz x=3
¢) funkcja ro$nie w przedziale < —4,0 > oraz
<6,8)
d) wartos¢ najwieksza wynosi 4 dla x =0.

4.Czes¢
koncowa:
a)Podsumowanie
lekciji

a)Zadaje pytania zwigzane
z tematem lekcji 1 ocenia aktywnos$¢
uczniow.

a)Odpowiada na pytania dotyczace tematu lekcji.




Klasa 1

Temat: Najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji.

Czas trwania: 1 jednostka lekcyjna ( 45 minut).

Ogodlne cele edukacyjne i wychowawcze:

e ksztattowanie wytrwatosci w zdobywaniu wiedzy i umiejetno$ci matematycznych,

e nabywanie umiejetnosci precyzyjnego formutowania wypowiedszi,

e pielegnowanie dbatosci o estetyke (czytelny rysunek, poprawny zapis informac;ji).

Cele szczegétowe edukacyjne ( wiadomosci i umiejetnosci):

e uczen oblicza wartosc¢ funkcji dla danego argumentu i argument, ktéremu
przyporzadkowana jest podana wartos¢,

e uczen odczytuje z wykresu wartosé funkcji dla danego argumentu

i potrafi wyznaczy¢ zbiér wartosci dla danej dziedziny funkgji,

e uczen stosuje pojecie najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji.

Metody:
e podajgca-dyskusyjna,
e C¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

e wprowadzajgco- powtdrzeniowa.

Srodki dydaktyczne:

e Matematyka - podrecznik i zbiér zadan do licedw i technikéw. Klasa I. Zakres
podstawowy. M. Kurczab, E. Kurczab, E. Swida. Oficyna edukacyjna — K. Pazdro.

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

1. Sprawdzenie listy obecnosci.
2. Sprawdzenie ilociowo pracy domowej.
3. Zapisanie tematu lekcji na tablicy.

4. Podyktowanie notatki:

Definicje najwiekszej i najmniejszej wartosci funkcji.

Minimum to najmniejsza wartos¢ funkcji.
Maksimum to najwicksza warto$¢ funkcji.

1.Przygotowanie zeszytow i przyboréw szkolnych.
2.Zapisanie tematu lekcji w zeszycie.

3.Uczniowie zapisuja notatke do zeszytu.

Funkcja f X =Y przyjmuje warto$¢ najwieksza Yo = f(xﬂ') dla
pewnego L0 = wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego I & X zachodzi
nierdwnos¢ f[:ﬂ?} < f(:tﬂ')

Funkcja J: X =Y przyjmuje wartosé
najmniejsza Y0 = f(:r'ﬂ) dla pewnego L0 € X wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego & & X zachodzi nierdwnos¢ f [:I) E f (ID‘)




5. Rozwigzywanie przykladéw przy tablicy.
Przyklad.1.
Wyznaczenie najmniejszej i

najwigkszej wartosci funkcji ze wzoru na podstawie
konkretnego przedziatu.

Przyklad.2.

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f(x)=2x*+7 dla x
€{—2;-1;0;1;2}.

Przyklad.3.

s@=l

Dana jest funkcja okreslona wzorem:
znajdz max i min tej funkcji.

Przyklad.4.

Odczytywanie minimum i maksimum warto$ci

funkcji z wykresu:

4. Uczniowie podchodza kolejno do tablicy.

Przyklad.1.
f(x)=-2*x+4 dla xe<-1,1>

koncowe argumenty z przedzialu podstawiamy do wzoru funkcji za x 1
wyliczamy y.

f(-1) = (:2)*(-1) + 4 =6
fQ)=(-2)*1+4=2
Min=2

Max = 6

Przyklad.2.

W takim przypadku zbiér warto$ci okreslamy zawsze podstawiajac wszystkie x-
sy (argumenty) do wzoru, wyniki to zbior wartosci.

f(—2)=2-(—2)*+7=2-4+7=15
f(—1)=2-(-1)*+7=2-1+7=9
f(0)=2-0>+7=2-0+7=7
f(2)=2-2°+7=2-4+7=15
f(1)=2-1%+7=2-1+7=9

Odpowiedz:

Zbidér wartosci wynosi ZW={7;9;15}
Przyklad.3.

Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych. Wartos¢ bezwzgledna
dowolnej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.

Zatem zbiorem wartosci tej funkcji jest zbior D =<0 ; o)

Funkcja osigga warto$¢ najmniejsza rowna 0 dla argumentu x = 0, warto$ci
najwickszej funkcja ta nie osiaga.

Przyklad.4.




Przyklad.S.

Odczytywanie minimum i maksimum
funkcji z wykresu:

Przyklad.6.

Odczytywanie minimum i maksimum

wartosci

wartosci

Odczytaj z wykresu najmniejszg i najwieksza wartosé¢ funkgji.

Rozwiazanie:
Ay
: Najwieksza warto$é¢:  Ymar = 3
/\ Minimalna warto$¢:  Ymin = —9

u
=y

Ay

5

4

3 Funkcja nie ma najwigkszej wartosci.
2

1 Najmniejsza warto$é:  Ymin = —2

-3—4-:;—2\1__{ A 15 &

-3

—4

-5
AY

3 Maksymalna warto$é:  Ymar = 4
2

1

Funkcja nie ma najmniejszej wartosci.

Przyklad.S.

Funkcja ¥ = 10 posiada zarowno wartos¢ najwicksza jak
1 najmniejszg. Warto$cig najmniejsza

jest Ymin = 10giaz e R, Warto$cig najwiekszg jest
takze Ymaz = 1Uj takze dla * € R,




funkcji z wykresu:

Podsumowanie przez nauczyciela:
Pytania do ucznidéw na temat dzisiejszej lekcji.
Odpowiedzi na ewentualne pytania uczniow.

Zadanie pracy domowej ze zbioru zadan.

=5
D

g l/f I“

(=2 4]
L
T

D =
I
T

—~—————————
—108-6-4-84 2 4 6 8"

_4 C

W dowolnym niepustym przedziale (nawet otwartym), warto$cia

najwyzsza i najnizsza bedzie takze 10.

Przyklad.6.

Zbiorem wartosci funkcji jest zbior ZW =<-3; 1) i {2}

Funkcja osigga warto$¢ najwiekszg rowng 2 dla argumentow x € <2 ; o), a

warto$¢ najmniejsza rowng -3 dla argumentow

X € (-00 ; -2>

Wskazany uczen odpowiada.



http://pl.wikibooks.org/wiki/Plik:Wykres_y=10.png

Klasa 1

Temat: Zastosowanie wiadomosci o funkcjach do opisywania, interpretowania
i przetwarzania informacji wyrazanych w postaci wykresu funkgji.

Czas: Dwie godziny lekcyjne.

Cele:
e utrwalenie znajomosci wtasnosci funkgji,
e zastosowanie wiasnosci funkcji do opisu réinych zjawisk z otaczajgcej nas
rzeczywistosci,
e odczytywanie znanych wtasnosci funkcji z jej wykresu,
e ksztattowanie swiadomosc¢ z korzysci ptyngcych z graficznego przedstawiania zjawisk,
e analizowanie réznych zjawisk i procesdéw za pomocg modelu graficznego;

Metody:

e metoda podajaca (pogadanka),
e rozmowa kierowana,
e metoda ¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

e powtdrzeniowo-éwiczeniowa.

Srodki dydaktyczne:

e Podrecznik do licedw i technikéw — Matematyka Klasa 1 — Marcin Kurbacz, Elzbieta
Kurbacz i Elzbieta Swida, zakres podstawowy — Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro.

e Zbidr zadan do licedw i technikéw — Matematyka Klasa 1 — Marcin Kurbacz, Elzbieta
Kurbacz i Elzbieta Swida, zakres podstawowy — Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro.



Nauczyciel

Uczen

Czynnosci wstepne

1. Sprawdzenie listy obecnosci.

2. Nauczyciel podaje temat lekcji.

1. Przygotowanie zeszytow i przybordw
szkolnych.

2. Uczniowie zapisujg temat lekgji
w zeszytach.

Czes¢ Praktyczna

Nauczyciel rozpoczyna lekcje od wyjasnienia
celu tej lekcji i nastepnie przechodzi do
omowienia przyktadéw znajdujgcych sie na
str. 250 w podreczniku:

Przyktad 1. (biologia)

Str. 250

Nauczyciel przerysowuje rysunek
z podrecznika i zadaje pytania uczniom:

e Co nazywamy stezeniem dwutlenku
siarki w powietrzu?

e Co jest jednostka stezenia?

e Co sie stanie dojdzie do
zanieczyszczenia Srodowiska SO, o
stezeniu 50 ug/m?>?

e Co sie stanie dojdzie do
zanieczyszczenia Srodowiska SO, o
stezeniu 150 ug/m>?

e Co sie stanie dojdzie do
zanieczyszczenia Srodowiska SO, o
stezeniu 170 ug/m?>?

Przyktad 2. (chemia)

Str. 251
Nauczyciel przerysowuje rysunek
z podrecznika i zadaje pytania uczniom:
e |le azotanu potasu rozpusci sie
w 100 g wody w temperaturze 40 °C?
e |le azotanu potasu rozpusci sie
w 100 g wody w temperaturze 20 °C?
e Oblicz stezenie azotanu potasu
w 100 g wody w temperaturze 40 °C.
e Oblicz stezenie azotanu potasu

w 100 g wody w temperaturze 20 °C.

Uczniowie stuchajg, zapisujg to co znajduje
sie na tablicy w zeszytach i odpowiadajg na
pytania nauczyciela:

Przyktad 1.
Odpowiedzi:

e Inaczej jest to zawartos¢ dwutlenku
siarki w powietrzu.

e ug/m’
(mikrogram na metr szescienny)
1ug=0,000001g=10°g

e wsrod porostéw zabraknie brodaczki
kepowej

e ztotorost postrzepiony ginie
w ekosystemie
e misecznica proszkowata znika

z ekosystemu

Przyktad 2.
e 609
e 309¢

e C,=mym,*100%
C, = 60/160 * 100% = 37,5
e Cp=30/130*100%=23 —




Przyktad 3. (fizyka)
Str. 253
Nauczyciel przerysowuje rysunek

z podrecznika i zadaje pytania uczniom:

e Z jakg predkoscia pan fizyk jechat
skuterem?

e Z jaka predkoscia pan fizyk jechat
samochodem?

o Jaka byta $rednia predko$é jazdy na
trasie A-B—-A?

e (Czy S$rednia arytmetyczna predkosci
jazdy samochodem i skuterem byta
by réwna sredniej predkosci?

Przyktad 4. (medycyna)
Str. 254
Alternatywny sposob obliczenia

wspotczynnika BMI (Body Mass Index)

Wzbr:
Waga w kilogramach
BMI = (Wzgrost w mitrach)2
Tabela BMI
do 18.4 niedowaga
18.5-24.9 w normie
25.0 - 29.9 nadwaga
30.0 - 34.9 otytosc
35.0 - 39.9 duza otytos¢
40 lub wiecej ekstremalna otytosc

Zadanie 8.170 str. 203 (zbior)

Rozpuszczalno$¢ substanciji, czyli
maksymalna ilos¢ tej substancji, wyrazona
w gramach, ktérg mozna rozpusci¢ w 100

gramach rozpuszczalnika w danej

temperaturze.

Zadanie 8.171 str. 204 (zbior)

Nauczyciel przerysowuje rysunek

z podrecznika i zadaje pytania uczniom:

a) O ktérej godzenie zanotowano

najnizszg temperature, i ile ona
wynosita?

b) lle stopni wynosita rdoznica miedzy
najwyzszg i najnizszg temperaturg tej
doby?

c¢) W jakich godzinach temperatura
rostg?

Przyktad 3.
120 k
¢ Vi=—-=30 [Tm]
o /o= % =60 [kTm]
e 5s=120+120 = 240
t=2+4+4=6

v =220 _ 40["_m]
6 h

e (Odpowiedz nie.

Przyktad 4.

Uczniowie obliczajg witasny wspdtczynnik
BMI.

Zadanie 170
a) Z wykresu odczytujemy: chlorek sodu
b) Z wykresu odczytujemy: 58°C
c) Z wykresu odczytujemy: 40°C
d) Cp=mgm,* 100%
Cp = 20/120 * 100% = 16-%

Zadanie 171

a) Z wykresu odczytujemy:
0 5:00 i wynosita -3°C.

b) Z wykresu odczytujemy:
[-3|+]5]| =8°C
Inaczej amplituda temperatur.
c) Z wykresu odczytujemy:
Od 5:00 do 14:00




d) W jakich godzinach temperatura
wynosita 4°C?

Zadanie 8.172 str. 204 (zbidr)
a) Z jaka predkoscia szta Ania do
przystanku autobusowego?
b) lle minut czekata Ania na autobus?

c) Jaka droge pokonata Ania
autobusem?

d) Z jaka S$rednig predkoscig jechat
autobus?

Zadanie 8.173 str. 205 (zbidr)

a) O ktérej motocyklista dogoni
rowerzyste? Zadanie rozwigz
graficznie, uzupetniajgc  ponizszy

rysunek o wykres drogi motocyklisty.
Odczytaj rozwigzanie z rysunku.

b) Po jakim czasie od przyjazdu do
szkoty motocyklisty, na miejsce
dotart rowerzysta?

Zadanie 8.174 str. 206 (zbior)
a) Jakim ruchem poruszato sie ciato w
ciggu pierwszych 6 sekund? Oblicz
przyspieszenie, z jakim poruszato sie

to ciato.
b) Od 6 sekundy ciato poruszato sie
ruchem jednostajnym. Podaj

predkos¢ tego ruchu.

c) Jaka droge przebyto to ciato w ciggu
pierwszych 12 sekund?

d) Oblicz srednig predkos¢ tego ciata w
czasie pierwszych 12 sekund tego
ruchu. Wyraz ja w km/h.

Zadanie 8.175 str. 206 (zbior)

Ze wzgledu na statg wartos¢ przyspieszenia
ziemskiego i pomijajagc opdr powietrza
mamy tu do czynienia z ruchem

d) Z wykresu odczytujemy:
012:00i 19:00

Zadanie 8.172
a) t= gh s =3km
V= % V=45

b) 10 min
c) 48km — 3km = 45km
d) s=45km t=Zh

V = 5452
h

Zadanie 8.173
a) Po20km

b) 9:40 — dojazd motocyklisty
10:40 — dojazd rowerzysty
Odp: Po 1 godzinie.

Zadanie 8.174
przyrost predkosci v

a) a = =
27 czlasm t
a=3 =4
m

b) 27 [5_2]

c) V=§ s; =Vt s, =162m
Droge w ruchu jednostajnym liczymy
ze wzoru:
s=2%t s=Vt+ 22

2 2
s, =81m

s=81+5, =243 m

d) V:% = 20,25 %: 20,25 * 3,6 kTm
v=72,9"7m

Zadanie 8.175
Odp: B




jednostajnym. Predkos¢ stale spada Az do
osiggniecia maksymalnej wysokosci a potem
spada i wprost proporcjonalnym
przyspieszeniem.

Zadanie 8.176 str. 205 (zbior)

a) Czas potowicznego rozpadu
strontu-90 ( czyli czas, po ktorym
liczba jader atomowych zmniejszy sie
o potowe)?

b) Po ilu latach pozostanie 1,5 g
strontu-907?

c) lle graméw strontu-90 pozostanie po
70 latach?

Zadanie 8.176
a) 27,5roku

b) 40 latach

c) ag=0,75¢g

Podsumowanie:
Zadanie pracy domowej
Zadanie 8.207 str. 215 (zbidr)




Klasa 2

Temat: Wielko$ci wprost proporcjonalne i odwrotnie proporcjonalne.

Czas: Jedna godziny lekcyjne.

Cele:
e stosowanie wielkosci wprost proporcjonalnych i odwrotnie proporcjonalnych,
e stosowanie pojec i rozréznianie wielko$ci wprost proporcjonalnych i odwrotnie
proporcjonalnych,
e opisywanie zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalnych i wprost proporcjonalnych
tabelka,

e rozwigzywanie zadania z wykorzystaniem zaleznosci odwrotnie proporcjonalnych.

Metody:
e rozmowa kierowana,
e metoda éwiczeniowa.
Typ lekcji:

e powtdrzeniowo-éwiczeniowa.

Srodki dydaktyczne:

e Zadania przygotowane przez nauczyciela.

e Matematyka - Zbiér zadan do licedw i technikédw klasa 2 - Oficyna Edukacyjna
Krzysztof Pazdro — M. Kurbacz, E. Kurbacz, E. Swida.

Nauczyciel Uczen

Czynnosci wstepne

3. Sprawdzenie listy obecnosci. 3. Przygotowanie zeszytow i przyboréw
szkolnych.
4. Nauczyciel podaje temat lekcji. 4. Uczniowie zapisujg temat lekcji

w zeszytach.




Czes$¢ Praktyczna

Rozpoczynamy
Nauczyciel

wyznacza

rozwigzywanie
kolejne

zadan.
osoby

rozwigzujgce zadania na tablicy.

Co to sg wielkosci wprost proporcjonalne?

Wtasnosci:
32 4
16 2

- Jezeli weZmiemy dwie liczby z

pierwszego wiersza i podzielimy przez siebie
to bedg one réwne odpowiadajgcym liczba z
drugiego wiersza.

16

48 .
— =— Jezeli
2 6

wezmiemy

iloraz dwodch

odpowiadajgcych sobie liczb to bedzie on

rowny dwom
liczba.

Zadanie 1

innym

odpowiadajgcym

8 cm drewnianej deski wazy 3 dag. lle wazy

deska o dtf. 142 ¢

Zadanie 2

m?

Na przejechanie 42 km ze statg predkoscia

auto spala 7,2
spalajac 82 litry?

Co to Y|
proporcjonalne?

| benzyny.

wielkosci

lle przejedzie

odwrotnie

Uczniowie wyznaczeni przez nauczyciela
rozwigzujg zadania na tablicy, gdy reszta klasy
zapisuje swoje rozwigzania

w zeszytach.

Dwie wielkosci s3 wprost proporcjonalne
jezeli wraz ze wzrostem jednej wielkosci druga
wielkos$¢ rosnie tyle samo razy.

Np. Dt. boku kwadratu.

Zadanie 1
Dt. deski 8cm 142cm
Waga deski | 3 dag X
8 142
3 x
8x =426
x = 53,25 [dag]
Zadanie 2
Dystans 42 X
Spalanie 7,2 82
42 X
7,2 82
7,2x = 3444

x = 478 [km]

Dwie wielkosci s3 odwrotnie proporcjonalne
jezeli wraz ze wzrostem jednej wielkosci druga
wielkos¢ maleje tyle samo razy.
li.os. |1 2 3 4 5
kwota | 100 | 50 33,(3) | 25 20
2:50=4-25=5-20=100




Zadanie 3
Przelot samolotem ze $rednig predkoscig
GSOkTmtrwa 6,5h. Z jaka sr. Predkoscia
nalezatoby lecie¢ aby lot byt o godzine
krotszy?

Zadanie 4

Pewien dom ekipa 15 robotnikow budowata
142 dni. Illu dodatkowych robotnikow
nalezatoby zatrudnié, aby ten sam dom
wybudowac dwa razy szybciej?

Zadanie 6.96
50 a [25] 04 b 10-5v2
c | - % 2 D | 10vV2 e

Oblicza, b, c,die.

Zadanie 3

Sr. predkosé | 650 X
Czas lotu 6,5 6,5-1=55
650 6,5 = 5,5 x
4225=5,5"x
x=7682=
55

Odpowiedz: Nalezato by lecie¢ z predkosciag
768 = km/h.

Zadanie 4
L. rob. 15 15+ x
L. dni 142 % =71
15-142 = (15 +x) - 71
1065 =71-x
x =15

Odpowiedz: Potrzeba 15 robotnikéw wiecej.

Zadanie 6.96
2-25= -50c¢
50 = -50c¢
c=-1

1
a (-3)= 225
2_ 50
3
a= —150

04-d=2-25
d =125

10v2-b=2-25
,_5V2

2
(10 —5v2)-e =50
50
e =—=
10 — 5v2
10

e=
2 -2
10 2++2
e = .
2—V2 2442
_10(2++4/2)
=T

e =10+ 5V2




Zadanie 6.97

Wypisz wszystkie pary liczb naturalnych
spetniajgcych zaleznos¢:

a)xy = 24

Zadanie 6.98
Wypisz wszystkie pary liczb catkowitych
spetniajgcych zaleznos¢:

b)xy = 64
Zadanie 6.99
Brygada 16 robotnikdw na wykonanie
pewnej liczby czesci samochodowych

potrzebuje 8h 15min. lle czasu potrzeba na
wykonanie tej samej pracy brygadzie 12
robotnikéw, przy zatozeniu, ze wydajnosé
pracy kazdego robotnika sie nie zmieni?

Zadanie 6.100

Zapas zywnosci w stotéwce szkolnej dla 60
os6b wystarczy na 5 dni. Na ile dni
wystarczytoby tej zywnosci, jesli liczba oséb
stotujgcych sie w szkole wzrosta by o 40
0s6b (zaktadamy, ze racje zywnosciowe
pozostang takie same)?

Zadanie 6.101

Samochdd osobowy jadacy ze S$rednig
predkoscig 70 km/h pokonuje pewna droge
w czasie 2 h'i 12 min. W jakim czasie pokona
te droge motorowerzysta jadgcy ze srednig
predkoscig 22 km/h? Z jaka predkoscig
nalezy jecha¢, aby te droge pokonaé
w czasie 3,5h?

Zadanie 6.97
24
y =
x| 1]2|3]|4 6 8 12| 24
y |24112| 8 | 6 4 3| 2 1
Zadanie 6.98
64
y =
X 1 2 4 8 16 |32 |64
y 64 |32 |16 |8 4 2 1
X 1)1 -2 -4 -8 |-16|-32|-64
y |-64|-32]|-16| -8 | -4 | -2 | -1
Zadanie 6.99
L. rob. 16 12
Czas pracy | 8h 15min X
16 81—12
1= X
132 = 12x
x =11

Odpowiedz: Potrzeba by byto 11 godzin.

Zadanie 6.100

L. os. 60 60 + 40
Czas 5 dni X
60:5 = 100x
300
* =100
x =3

Odpowiedz: Zywnosci wystarczytoby na 3 dni.

Zadanie 6.101

Predkos¢ 70 22
Czas 2h 12min X
a)W jakim czasie te droge pokona
motorowerzysta?
70-2-=22-x
154 = 22x
x =7[h]

Odpowiedz: Rowerzyscie pokonanie tej trasy

zajeto 7 godzin.




Zadanie 6.103

Koto o obwodzie 2,1 m na pewnym odcinku
drogi wykonato 300 obrotdéw.

a)lle obrotéw wykona na tej drodze koto o
obwodzie 0,3m?

b) Jaki jest promien kota, ktére na tej
drodze wykonato 60 obrotéw?

b) Z jaka predkoscig trzeba jecha¢ aby te
droge pokonaé w czasie 3,5h?

Predkos¢ 70 y
Czas 2h 12min 3,5
70-2:=35"y
154 = 3,5y
y = 44"

Odpowiedz: Trzeba jecha¢ z predkoscig
44 km/h

Zadanie 6.103
Obwod 2,1 0,3
Obrot 300 X

2,1-300=0,3"x

0,3x = 620
2
= 2066 =
x 3 2
Odpowiedz: Koto wykona 20665 obrotu.
Obwod 2,1 y
Obrot 300 60
2,1-300=60"-y
60y = 620
1
=10=
y 3 Ml
Promien
l =2nr
10 !_ 2
3= r
"= 6m

Odpowiedz: Promien kofa wynosi Sé.

Podsumowanie:
Zadanie pracy domowej

Zadania nie zrealizowane w czasie zaje¢ i zadanie 6.97 b, 6.98 a, 6.102.




Klasa 2
Temat: Funkcja homograficzna.
Cele ogdlne:
- ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia,
- ¢wiczenie sprawnosci obliczeniowych.
Cele szczegétowe:
- poznanie przez uczniéw wykresu funkcji homograficznej,

- przypomnienie wiadomosci dotyczgcych przesunieé wykresu funkcji,

L. . . ;. . .. . ax+b . .
- éwiczenie umiejetnosci przeksztatcania wzoru funkcji postaci p— do postaci podstawowej

R

wyznaczania wektora przesuniecia.
Metody:

- pogadanka,

- ¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

- wprowadzeniowa.

Srodki dydaktyczne:

- zestawy zadan dla ucznidw.

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia

Temat: Funkcja homograficzna.

Narysujcie wykres funkcji Dwoch uczniow rysuje wykresy na tablicy, pozostali w
flx) = ;2? i gx) = _2 swoich zeszytach.
X -2 -1 1 2

Opiszcie ich dziedzine, zbior wartosci,
monotoniczno$¢.

fx)=2/x | -1 -2 2 1




Nauczyciel dyktuje uczniom notatke:

Wykresami funkcji f(x) = ,2? ig)=— 2 sa galezie
hiperboli, ktore sa potozone w I i I1I ¢wiartce uktadu
wspolrzednych lub w I1 1 IV ¢wiartce uktadu
wspolrzednych, o czym decyduje liczba w liczniku.

Przesunmy wykres funkcji g(x) o wektor [2,1].
Jak bedzie wygladat wykres funkcji g1(X) i jej wzor?

Asymptotami funkcji g(x) po przesunigciu o wektor
[2,1] sa proste x=2 i y=1, a funkcja okreslona jest
wzorem:

-2
gl(x) = TZ + 1.

X

Funkcja homograficzng nazywamy funkcje, ktora jest
ilorazem dwoch funkcji liniowych, czyli funkcje

okreslong wzorem f(x) = %, gdziecx +d # 0,
wykresem tej funkcji sg gatgzie hiperboli.

T
Ds:x € R{O}
ZW:y € R{0}
Funkcja malejaca
X -2 -1 1 2
g(x)=-2/x 1 1 -2 -1
4y
"
Ds:x € R{0}
ZW:y € R{0}
Funkcja rosnaca
[ 3 y
L= |_—
T
=41
9:(x) Y2 +

Zad. 1

Napisz wzor funkcji f po przesunigciu o wektor ¥,
;. . _ ax+b

doprowadz;q do postaci f(x) = i

8 f(0) =25 =[-25]

b) f(x) = ==, = [-5,-2]

Q) f(x) =, = [7,5]

8) fi(x) = == +5

3+5(x+2)
filx) =—=—

x+2




Zad. 2
Majac wzor funkcji homograficznej podaj wzor

funkcji podstawowej, czyli f(x) = %oraz wektor
przesunigcia.

a) f(x) = =
b) f(x) = =7
Q) f(0) =20
d) f(x) =22
€) f(x) = ==

5x+13

filx) = 12
b) fi(x) =2 -2
f1(x) — —10)—(_2'—(5x+5)
HOE S
) filx) = T +5
f1( ) — 1+5(x-7)
M)—““
afu—155§ﬁ=ﬁ+3
fiG) = =23 =[-13]
b) f(X) _ 4x+3 —4(x-2)-5 _ —_5_
fl(x) = __11_5 = [21_4]
C) f( ) 10x+1 10(xx++77)—69 — %-I— 10
fix) = g = [-7,10]
0700 =2 =B o
fi) = 5,5 = [42]
Qf@)‘?f—_%f“—xi-l

Podsumowanie
Nauczyciel zadaje pytania dotyczace lekcji.

Uczniowie odpowiadaja na pytania nauczyciela.

Praca domowa
Zad. 1

Majac wzor funkcji homograficznej f(x) = 2x3

x—1

podaj wzor funkcji podstawowej, czyli
flx) = % oraz wektor przesunigcia i narysuj jej
wykres.

_x—2_(x—1)—1_ -1 +1
f(x)_x—l_ x—1 Tx—1

-1
fG) = —.5 = [11]

AN




SCENARIUSZ LEKCIJI

1. INFORMACIJE WSTEPNE
Klasa 2 liceum
Czas trwania lekcji; 45 minut
Nauczany przedmiot; matematyka

2.PROGRAM NAUCZANIA
Matematyka poziom podstawowy. Podrecznik i zbidr zadan do licedw i technikéw klasa 2.
Marcik Kurczab, Elzbieta Kurczab, Elzbieta Swida. Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro.

3.TEMAT LEKCJI
Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

4. CELE LEKCJI

-uczen stosuje definicje funkcji kwadratowej

-uczen rozpoznaje wtasnosci funkcji kwadratowe;j
-uczen stosuje postac iloczynowa funkcji kwadratowej

5. METODY NAUCZANIA
-pogadanka
-praca z podrecznikiem i zbiorem

6.ZASADY NAUCZANIA

-wyrabianie pewnosci siebie u ucznia przez wypowiedz i czynny udziat w zajeciach
-stopniowanie trudnosci

-trwatos¢ wiedzy

-wigzanie teorii z praktyka

7.FORMY PRACY UCZNIOW
-zbiorowa

8. SRODKI DYDAKTYCZNE
-tablica, kreda
- podrecznik, zbiér zadan



9. STRUKTURA LEKCIJI

CZYNNOSCI NAUCZYCIELA

CZYNNOSCI UCZNIA

-czynno$ci organizacyjne

-sprawdzenie pracy domowej
-przypomnienie tematyki poprzedniej lekcji
-podanie tematu i celow lekcji
-wprowadzenie do lekcji

Funkcja kwadratowa zapisana w postaci iloczynowej ma
postac:

f(x)=a(x-x;)(x-x2)

W powyzszym wzorze a jest wspolczynnikiem liczbowym
takim, ze a jest r6zne od zera. Litery x,,X, oznaczaja
miejsca zerowe funkcji f(x).

Uwaga! Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc
zerowych to postac iloczynowa nie istnieje.

Jezeli znamy postaé ogdlng funkcji kwadratowe;j i delta
jest wigksza od zera to mozemy obliczy¢ miejsca zerowe
X1 1 X, korzystajac ze wzorow:

—b —+/A

1= 2a
_—b++A
X2 = 2a

Zaleta postaci iloczynowej jest to, ze wida¢ z niej od razu
miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Po wspolczynniku a
mozemy okresli¢ rowniez czy ramiona paraboli sg
skierowane do gory czy do dotu.

Zadanie 2.41/41
Wyznacz miejsca zerowe (o ile istniejg) funkcji
kwadratowe; f, jesli:

e) f(x)=5x*+10x

f) f(x)= §X2 — 6x

Zadanie 2.44/41

Przedstaw wzor funkcji kwadratowej f w postaci
iloczynowej (o ile to mozliwe), jesli:

b) f(x)=—7x% + 15x —1

0) f(x) =§x2 + 6x + 12

) f(x) == x% — 54

Zadanie 2.46/42

Na podstawie wzoru funkcji kwadratowej f w
postaci iloczynowej podaj miejsca zerowe tej
funkcji:

d) f(x) = —=x(x — 6)

-przygotowanie zeszytow

-zapisanie tematu lekcji

-czynny udziatl w lekcji- uczniowie zapisuja informacje
podane przez nauczyciela oraz rozwiazuja przyktady
wedtug okreslonych zasad

Zadanie 2.41/41
a) 1b) do domu

Zadanie 2.46/42

a) dodomu




Zadanie 2.47/42
Dane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j
oraz wspolczynnik a. Podaj wzor tej funkcji w
postaci iloczynowej, jesli:

Q) x1=-4,x,=0,5,a=/2

f) X0 = -2 , a=7

Zadanie 2.48/42
Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci
iloczynowej. Podaj wzor funkcji f w postaci
ogolnej, jesli:

b) fx)=>x(x +6),

¢) f(x)=2(x—2)(x +3),

Zadanie 2.49/42
Dany jest wzor funkcji kwadratowej f w postaci
kanonicznej. Podaj wzor funkcji f w postaci
iloczynowej(o ile to mozliwe) bez wyznaczania
wzoru funkcji f w postaci ogdlne;.

d) f(x)=-9(x +2)*+36
0 fx) =- 0,5(x + 7 — 1

Zadanie 2.52/43

Przedstaw wzor funkcji kwadratowej

f(x) = 9x*+12x + 4 w postaci kanonicznej oraz
iloczynowej. Podaj wspotrzedne wierzchotka
paraboli i miejsca zerowe funkcji f.

Zadanie 2.53/43 do domu




Klasa 2
Temat: Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci.

Typ lekcji: wprowadzajgca,
Czas trwania zajec: 1 godzina lekcyjna (45 minut).

CELE NAUCZANIA
Cel ogdlny :
- szkicowanie wykresow funkcji wyktadniczej i okreslanie jej wtasnosci.

Cele szczegétowe :

Uczen:

- uczen szkicuje wykresy funkcji wyktadniczej,
- okresla wtasnosci funkcji wyktadniczej.

Cele wychowawcze:
- Rozwijanie umiejetnosci poprawnego formutowania mysli.

Metody pracy:
- Metoda podajaca,
- Metoda treningowa — rozwigzywanie zadan.

Formy pracy:
- Indywidualna,
- Praca z cata klasa.

Srodki dydaktyczne:
- Karta pracy,

- Zeszyty,

- Tablica, kreda.



Przebieg lekc;ji

Ogniwo lekcji

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

1.Czynnosci
Organizacyjne

Sprawdza obecnos$¢ uczniow na lekcji,
zaznacza ewentualne nieobecno$ci.

Zglasza nieobecnos¢ kolegow.

2.Cze$¢ wstepna:
a) zapoznanie
z celami lekcji

b)sformutowanie
tematu lekcji

c)wprowadzenie
wiadomosci

a)Celem dzisiejszej lekcji jest
zdobycie umiejetnosci szkicowania
wykresow funkcji wyktadniczych.

b)Podaje temat ,,Funkcja wyktadnicza
1jej wlasnosci”.

Definicja

Funkcja wyktadnicza nazywamy
funkcje y = a*(f(x) = a*), gdzie

X € Riajest ustalong liczbg dodatnia.

Monotonicznos¢ funkcji
wyktadniczej:
e gdya € (0,1) to funkcja

wyktadnicza jest malejgca (tzn.

wraz ze wzrostem
argumentow malejg wartosci
funkcji, czyli dla dowolnych
dwodch argumentow

X, < x, & a*t > a*?)

Ay

np.2 <3ale (2) > () 1> 2

e gdya € (1,+)inaczeja >
1, to funkcja wykfadnicza jest
rosnaca (tzn. wraz ze
wzrostem argumentéw rosng
wartosci funkgcji, czyli dla
dowolnych dwdch
argumentéw x; < x, © a*t <

a) Przewiduje czego bedzie
dotyczyla lekcja.

b)Zapisuje temat lekcji.

c)Patrzy na tablice i sporzadza notatki.




a*2)

by

__——/

np.2 <3i32<33%9<27

Funkcja wyktadnicza f(x) = a* dla

a € R, \{1} jest réznowartosciowa,

czyli dla dowolnych dwdch

argumentow x4, X, zachodzi warunek:
a*t =a*2 o x; =x,

Zadanie 1. (Karta pracy)
Naszkicuj wykres funkcji 1 okresl jej
wiasnosci.

a)y = 2%

b)y = 3*
= (3)
Dy =(5)
e)y = (0,3)*
fly = (2)**
gy = (3)**?
h)y = 2 x 2*
i)y =53
ly =2%+1

Zadanie 1. (Karta pracy)
Rozwigzanie:

a)

D:x€eR

ZW.:y € (0, +o0)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

b)




D:x€eRrR

zZW.:y € (0,+)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

c)

D:x€eR

zZW.:y € (0,+)
monotonicznos$¢: funkcja malejaca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

d)

D:x€R

ZW.:y € (0,4)
monotonicznos$¢: funkcja malejaca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

e)




D:x€R

ZW.:y € (0,+00)
monotoniczno$¢: funkcja malejgca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

f)

D:x€R

zZW.:y € (0,+)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

9)

D:x€R

ZW.:y € (0,4)
monotoniczno$¢: funkcja rosnagca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

h)




D:x€eR

zZW.:y € (0,+)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

i)

o

o

-4

()
)
r

D:x€R

ZW.:y € (0,4)
monotoniczno$¢: funkcja rosnagca
m.z.: brak

asymptota: y = 0

i)

ro
(%)




D:x€eR

ZW..y € (1,+x)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca
m.z.: brak

asymptota: y = 1

Zadanie 2. (Karta pracy)
Narysuj wykres funkcji f okreslonej na

przedziale (—2,2) wzorem:
a)f(x) =2*-1
b)f(x) = 2*7*

oraz okresl wlasnosci tej funkcji.

Zadanie 2. (Karta pracy)
Rozwigzanie:

a)

2.5

0.0

=
D:xe<—-22>
ZW..y € (—%,3)

monotoniczno$¢: funkcja rosnagca
m.z.: (0,0)

b)

25




7.5

50

2.5

-2.5

0.0

D:xe<-22>

1
ZW.ly € (5

m.z.: brak

,8)
monotoniczno$¢: funkcja rosngca

Zadanie 3. (Karta pracy)

Narysuj wykres funkcji i okresl jej
wlasnosci.

f(x) =3*t2+3

Zadanie 3. (Karta pracy)

Rozwigzanie:

D:x€R

ZW..y € (3,+)

monotonicznos$¢: funkcja rosngca

m.z.: brak




asymptota: y = 3

3. Cze$¢ gltowna:
a)rozwigzywanie
zadan na tablicy

a)Kontroluje prace uczniow
1 koryguje bledy.

a) Rozwigzuje zadania na tablicy.
Zapisuje rozwigzania w zeszycie.

4.Czes¢ koncowa:
a)Podsumowanie
lekcji

a)Zadaje pytania zwigzane
z tematem lekcji 1 ocenia aktywno$¢
uczniow.

a) Odpowiada na pytania dotyczace
tematu lekcji.




Klasa 2

Temat: Zastosowanie funkcji wyktadnicze;j.

Cele ogdlne:

- ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia,

- ¢wiczenie sprawnosci rachunkowych,

Cele szczegétowe:

- przypomnienie definicji funkcji wyktadniczej i jej wiasnosci,
- ¢wiczenie umiejetnosci stosowania poznanych wiadomosci w zadaniach.
Metody:

- ¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

- powtdrzeniowa.

Srodki dydaktyczne:

- ,Matematyka 2 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab

- ,Matematyka. Klasa 2. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna” E. Kurczab, M. Swida, M.
Kurczab.

Czynnosci nauczyciela Czynno$ci ucznia

Temat: Zastosowanie funkcji wyktadnicze;.

Przypomnijcie definicj¢ funkcji Funkcjg wyktadnicza nazywamy funkcje y = a*
wykladniczej. (f (x) = a*), gdzie x € R i a jest ustalong liczba
dodatnia.

. . . . . Monotonicznos$¢ funkceji wyktadnicze;j:
Klqdy funkcja wyktadnicza jest malejaca, e gdya € (0,1) to funkcja wykladnicza jest
a kiedy rosnaca? malejaca

A Y

=y




Czy funkcja wyktadnicza jest roznowarto§ciowa?

e gdya € (1,+) inaczej a > 1, to funkcja
wyktadnicza jest rosnaca

“y

_—-——/ |

Funkcja wyktadnicza f(x) = a* dlaa € R, \{1} jest
réznowartosciowa, czyli dla dowolnych dwoch
argumentow x,, x, zachodzi warunek:

a¥t =a*2 o x; =x,

Zad. 1

Kto$ wymyslit plotke i przekazat ja w ciagu pigciu
minut tylko trzem osobom, a te (wierzac w
prawdziwos¢ informacji) przekazaly je w pig¢ minut
kolejnym trzem osobom (ktdre jej jeszcze nie
styszaly). Sytuacja powtarzata si¢ w podobny sposob,
az po godzinie okazalo si¢, ze informacja jest
nieprawdziwa. Ile 0sob ustyszato plotke?

Zad. 2

Liczebnos¢ pewnej kolonii bakterii wynosi 2 miliony.

Co kazde cztery minuty kolonia powigksza swoja
liczebnos$¢ o 5%. Ile bakterii bgdzie liczy¢ ta kolonia
po uptywie jednej godziny? (Wynik podaj w
zaokragleniu do tysiecy)

Zad. 3

Wartosci pewnych akcji zyskujg na wartosci 8%
rocznie. Ile bedg warte po 6 latach, jesli Pawet kupit
pakiet akcji za 100000 ztotych?

Zad. 4

Jedna warstwa materiatu uzytego na zastong
przepuszcza 80% $wiatla. Ile §wiatta przepuszcza
zastona wykonana z 6 warstw?

Zad. 1

0 min—5 min — 3 osoby

5min— 10 min — 3*3=9 0s6b

10 min — 15 min — 3*3*3=27 0s6b itd.

Wzér funkcji, gdzie x to numer pigciominutowego
odstepu czasu.

fx) =3*

fO+fRD+fR+f@)++f(12) =
=3"+324+33+3%+.- 4312 =

=349+ 27+ 81+ -+ 531441 = 797160
Odp. Plotke ustyszato 797160 osdb.

Zad. 2

Wz6r funkcji opisujgcej liczebnos¢ bakterii po
uplywie x czterominutowych odcinkéw czasu:
f(x) = 2000000 * (1,05)*

W jednej godzinie jest 15 odcinkow
czterominutowych, wigc:

f(15) = 2000000 = (1,05)*®

f(15) = 4157856 ~ 4158000

Odp. Po godzinie kolonia bedzie liczyta okoto 4
milionow 158 tysigcy bakterii.

Zad. 3

Wzér funkcji opisujacej wartos¢ akcji po x latach:
f(x) =100000 = (1,08)*

Po szesciu latach:

f(6) = 100000 * (1,08)® = 158687,43 zt

Odp. Po sze$ciu latach Pawet otrzyma 158687,43
zlotych.

Zad. 4
Wzér funkcji opisujacej przepuszczalnos$é Swiatta w x
zastonach:

fx) = (0,8)*




Zad. 5

Komputer traci na wartosci 30% rocznie. Jaka wartos¢
po pieciu latach bedzie miat komputer Marty, ktory
zostat kupiony za 4000 z1?

W sze$ciu warstwach mamy:

f(6) = (0,8)® =0,262144

0,262144 * 100% = 26,2144%

Odp. Zastona ztozona z 6 warstw bedzie przepuszczad
26,2144% $wiatta.

Zad. 5

Wzér funkcji opisujacej wartos¢ komputera po x
latach:

f(x) = 4000 * (0,7)*

Po pigciu latach mamy:

f(5) = 4000 = (0,7)°> = 4000 = 0,16807 =

= 672,28

Odp. Komputer Marty po 5 latach bedzie wart 672,28
ztotych.

Powtorzenie
Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace lekcji.

Uczniowie odpowiadaja na pytania nauczyciela.

Praca domowa

Zad. 1

Czas potowicznego rozpadu promieniotworczego
izotopu platyny wynosi 50 lat. Oblicz masg¢ tego
izotopu, ktora pozostanie po 250 latach, jesli masa
poczatkowa probki wynosita 4 g.

Zad. 1

Wzér funkcji opisujgcej rozpad izotopu po x
pigédziesigcioletnich odcinkach czasu.

f(x) = 4 = (0,5)%

Podczas 250 lat mamy 5 odcinkdéw czasu po 50 lat
wigc:

f(5) = 4% (0,5)°> = 4 0,03125 = 0,125

Odp. Izotop bedzie wazyt 0,125 g.




Klasa 3

Temat: Powtdrka przed maturg — funkcja kwadratowa.

Czas: Jedna godziny lekcyjne.

Cele:
e utrwalenie wiadomosci o funkcjach kwadratowych,
e zastosowanie pojec dotyczgcych funkcji kwadratowych,
e rozwijanie umiejetnosci rozwigzywania zadan z arkuszy maturalnych;

Metody:
e rozmowa kierowana,
e metoda ¢wiczeniowa.
Typ lekcji:

e powtdrzeniowo-éwiczeniowa.

Srodki dydaktyczne:

e Zadania przygotowane przez nauczyciela.

Nauczyciel Uczen

Czynnosci wstepne

5. Sprawdzenie listy obecnosci. 5. Przygotowanie zeszytdw i przyboréw
szkolnych.
6. Nauczyciel podaje temat lekcji. 6. Uczniowie zapisujg temat lekgji

w zeszytach.

Czesc¢ Praktyczna




Nauczyciel rozpoczyna lekcje od
sprawdzenia pracy domowej.

zadan.
osoby

Rozpoczynamy rozwigzywanie
Nauczyciel  wyznacza  kolejne
rozwigzujgce zadania na tablicy.

Zadanie 1

Punkt P = (4,13) nalezy do wykresu funkcji
f(x) = x% + bx — 3. Znajdz miejsce zerowe
funkcji f.

Zadanie 2

Wykaz, ze jezeli ¢ < 0 , to trdjmian
kwadratowy y = x> + bx + ¢ ma dwa rézne
miejsca zerowe.

Zadanie 3
Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do osi
OY i majacej z wykresem funkcji

f(x) = x% + 8x + 9 jeden punkt wspdlny.

Zadanie 4
Wyznacz wspdtrzedne punktu wspdlnego

Odpowiedz ucznidow:

Uczniowie wyznaczeni przez nauczyciela
rozwigzujg zadania na tablicy, gdy reszta
klasy zapisuje swoje rozwigzania
w zeszytach.

Zadanie 1
f(x) = x*+bx—3
13 = 42 +4b -3
13=16+4b -3

0= 4b

0=
fx) = x* -3
0=x%2-3

3 = x?2

x=+3 lub x=—-V3

Zadanie 2

Zapisujemy wyréznik danego trdjmianu
kwadratowego: A = b” — 4c . Poniewaz ¢ <0
to —4c > 0. Stad A jest sumg dwdch
wyrazen: nieujemnego i dodatniego, czyli
jest dodatnia. A zatem  tréjmiany
y = X 24+ bx + ¢ ma dwa rdzne miejsca
zerowe.

Zadanie 3
_ b
w =75,
A
A= b?-4ac
A= 82-4-9
A=64—-36
A=128
28
W=_T= —7

Odpowiedz: Prosta y = -7 jest prostopadty do
osi OX i ma jeden punkt wspdlny z funkcja f.

Zadanie 4
2x2 4+ 7x+3= x*24+5x+2




wykreséw  funkcji  f(x) = 2x2+7x + 3
i g(x) = x?+5x+2.

Zadanie 5

Suma kwadratéw dwodch kolejnych liczb
naturalnych jest o 133 wiekszych od iloczynu
tych liczb. Znajdz te liczby.

Zadanie 6

Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite
takie, ze najwieksza z nich jest réwna sumie
kwadratow trzech pozostatych liczb.

Zadanie 7
Liczbe 168 roztéz na takie dwa czynniki,
ktérych suma jest rowna 31.

x2+2x+1=0
x+DEx+1) =0
x=-1
f(-1)=2-7+3
f(-1) = -2
Odpowiedz: Funkcja przecina sie w jednym
punkcje (-1, -2).

Zadanie 5
x*+(x+1)2%2=x(x+1)+133
x>+ x2+2x+1=x*+x+133

x>+x—-132=0

A= b?-4ac
A =529
VA =23
X, = _1;23 = —12 - nie jest liczbg naturalna
X, = 1423 _ 14

2
Odpowiedz s3 to liczby 12, 11.

Zadanie 6

Niech a oznacza najmniejszg z czterech
szukanych liczb catkowitych. Wtedy kolejne
liczbyto:a+1,a+2,a+3.

Zapisujemy zatem réwnanie kwadratowe

a+3=a’+(a+1)+(@+2)’°

ktdre po przeksztatceniu przyjmuje postac
3a’+5a+2=0.
Rédwnanie to ma dwa rozwigzania:

2 . . 2
ap =-1, a, = 3 Rozwigzanie —Eodrzucamy
jako sprzeczne z trescig zadania (nie jest to
liczba catkowita). Zatem szukane liczby to:
-1,0,1,2.

Zadanie 7
xy = 168
x+y=31
x=31—-y
(31—-y)y =168
y2—31y—168=0
A= b?-4ac
A =289
VA =17
31+ 17
yy=————=24

2




Zadanie 8
Znajdz wspotrzedne wszystkich punktéw
nalezacych do wykresu funkcji

f(x) = x% —4x + 11, ktérych rzedna jest
o 5 wieksza od odcietej.

_31-17
Y2 = 2 =
X1 ES 7

xZ = 24‘
Odpowiedz: Sg to liczby 7 i 24.

Zadanie 8
(x,y) — (odcieta, rzedna)
f()=y
y=x+5
x+5=x%—4x+11
0=x%2-5x+6

A=1
VA =1
_5-&-1_3
X, = 5=
_5—1_2
X, = > =
y1 =8
Y2 =7

Odpowiedz: Sg to wspdfrzedne (2,7) i (3,8).

Podsumowanie:
Zadanie pracy domowej :
-zadania nie zrealizowane w czasie zaje¢

-zadanie testowe przygotowane przez nauczyciela




Klasa 2
Temat lekgcji: Ciggi monotoniczne.
Typ lekcji: wprowadzajgca;
Czas trwania zaje¢: 45 minut
Cele operacyjne:

Uczen:

e stosuje definicje ciggu: rosngcego, malejgcego, niemalejgcego, nierosngcego,

statego;

e potrafi zbada¢ monotonicznos$¢ danego ciagu (a,) .

Metody pracy:
e podajace;
e stowne (opowiadanie, pogadanka, opis).

Formy pracy:

e indywidualna;
e praca z cafg klasa.

Srodki dydaktyczne:

e zestaw zadan przygotowany przez nauczyciela

Scenariusz lekgcji

CzynnoSci nauczyciela

Czynnosci ucznia

I. Cze$¢ wstepna

1. Przywitanie ucznidw oraz sprawdzenie listy obecnosci.
Czynnosci organizacyjno-porzadkowe.

2. Podanie celéw dzisiejszych zaje¢ oraz sformutowanie
tematu lekc;ji.

3. Rozwigzywanie zadania 1 przygotowanego przez
nauczyciela.

Zadanie 1

Ponizej zapisano wzory ogodlne trzech ciggow:

a, =(n-1)(n+3) b, =4n-5

Zapisz wyrazenia w postaci a,,,, a,—-a&, Db,,, Db

1 bn—l

Przygotowanie si¢ do zajec.

Uczniowie aktywnie uczestniczg w
lekcji, odpowiadaja na pytania
nauczyciela.

a,,=MN-1+Y(n+1+3) =
=n(n+4)=n°+4n




4. Definicja:
Ciag (a,) jest:

1) rosnacy, gdy dla kazdego ne N, a,,, >a,, czyli
a,,—a,>0

2) malejacy, gdy dla kazdego ne N, a,,, <a,, czyli
a,,—a, <0

3) niemalejacy, gdy dla kazdego ne N, a,, > a,, czyli
a,,—a,=0

4) nierosnacy, gdy dla kazdego ne N, a
a,,—a,<0

<@, czyli

5) staty, gdy dla kazdego ne N, a,,; =a,, czyli
a,,—a,=0

Przyktady:

a,=3n-2

a,, =3nN+1)-2=3n+3-2=3n+1

a,,—a,=3n+1-GBn-2)=3n+1-3n+2=3

Odp. Réznica a,,; —a, jest dodatnia, czyli ciag jest rosnacy.

1
a, =—

n

1
an+1_

n+1

1 1 n-(n+1) n-n-1 -1

a.,—-a =—-——= = =

= = = <
n+l n (n+Dn (n+Yn  (n+Dn

Odp. Roéznica a,,, —a, jest ujemna dla dowolnego naturalnego

n, czyli ciag jest malejacy.

Symbol [a] oznacza cze$¢ calkowitg liczby a, tzn. najwiekszg z

liczb calkowitych nie wi¢kszych niz a. Np. [7] =7, [5,7] =5,

{— %}: -1, [x] = 3 itd.

a, {g} +1,czyli(1,2,2,3,3,...)jest niemalejacy.
a, 1—[%} ,czyli (1,0,0, -1, -1, ...) jest nierosngcy
Moéwimy, ze kazdy ciag rosnacy jest niemalejacym i kazdy ciag

malejgcy jest nierosngcym.
Ciag monotoniczny jest to ciag niemalejacy lub nierosnacy.

a, —a,=(n-1)(n+3)-(1-1)1+3) =
=n®’+3n-n-3=n?+2n-3

b,,=4(n-1)-5=4n-4-5=
=4n-9

b,,—b,,=4N+1)-5-(4n-9) =
=4n+4-5-4n+9=8




Przyktad ciagu, ktory nie jest monotoniczny.
a, =", czyli(-1,1,-1, 1, ...)

Ciag staly jest niemalejacy i nierosnacy.

Il. Czg$¢ wlasciwa
1. Rozwigzywanie zadan przygotowanych przez

nauczyciela. Uczniowie wykonujg zadania przy
Zadanie 2 tablicy.
Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,) . Rozwigzanie:
a) a, = —-2n+20 a) A = _2(n +1) +20=
b) a,=5-7n =-2n-2+20=-2n+18
Q) a =" a,,—a, =-2n+18—(-2n+20) =
n+l = 2n+18+2n-20= -2
d a,=n"+4n+1
e) a,=n"-8n+7 Réznica a,,, —a, <0 dla dowolnego
f) a, =2.5"-3 naturalnego n, czyli ciagg jest malejacy.
n a.,=5-7n+1) =
a :1+ _1 n b) n+1
9 2 D =5-7n-7=-7Tn-2
a,,—a,=—-/-2-(5-7n) =

=-7n-2-5+7n=-7
Réznica a,,, —a, <0 dla dowolnego

naturalnego n, czyli ciagg jest malejacy.
n+1

) T

~n+1 . n

a — -

TS T N2 nel
_(+hY(r+l)  n(n+2)
T (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
_n*+n+n+l-n®’-2n

- (n+2)(n+1) -
:;>0
(n+2)(n+1)

Roéznica a,,, —a, >0 dla dowolnego

naturalnego n, czyli ciagg jest rosnacy.
a.,,=M+D)*+4n+Y+1=

d =n*+2n+1+4n+4+1=

=n?+6n+6




a,,-a, =n"+6n+6—(n*+4n+1) =
=n?+6n+6-n>-4n-1=2n+5>0

Réznica a,,, —a, > 0 dla dowolnego

naturalnego n, czyli ciag jest rosnacy.
a,,=M+D)°-8(nN+1)+7=

e) =n°+2n+1-8n-8+7=
=n®-6n

a,,-a =n"-6n-(n"-8n+7)=

=n’-6n-n®+8n-7=2n-7
Warto$¢ wyrazenia moze by¢ liczbg
dodatnig ( np. dla n =4) lub ujemng (np.
dla n = 3). Zatem ciag nie jest ani
rosnacy, ani malejacy.

a, =2-5""-3=

fy =2.5".5-3=
=10-5"-3

a,,—a, =10-5"-3-(2.5"-3) =

=10-5"-3-2-5"+3=8.5">0

Roéznica a,,, —a, >0 dla dowolnego

naturalnego n, czyli ciag jest rosnacy.

A =1+ (_1) "=
=14 (D) (-1) =
1 (-1

9)

a,,-a =1-(-1)" —1-(-1)" =
=—((-D" +(-D")

Warto$¢ wyrazenia moze by¢ liczba
dodatnig ( np. dla n = 1) lub ujemng (np.
dla n =4). Zatem ciag nie jest ani
rosnacy, ani malejacy.

I1l. Czes¢ koncowa

1. Podsumowanie tematu dzisiejszych zajec.




Klasa 2

Temat: Ciggi monotoniczne.
Cele:

e uczen podaje definicje ciggu rosngcego, malejgcego, niemalejgcego, nierosngcego i
statego,

e uczen stosuje definicje ciggu rosngcego, malejgcego, niemalejgcego, nierosngcego i
statego w zadaniach,

e uczen bada monotonicznosc¢ ciggow,

Metoda:
o wykfadowo-¢wiczeniowa

Srodki dydaktyczne:
e ,Matematyka 2 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab
e ,Matematyka. Klasa 2. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna”
E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab,

Czes¢ wyktadowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia
1. Nauczyciel przygotowuje sie do lekg;ji: 1. Uczniowie przygotowujg sie do lekcji:
e sprawdza liste obecnosci, ® zajmujg miejsca,
e podaje temat uczniom, e przygotowuja ksigzki i przybory szkolne,

e rozdaje zadania,

2. Nauczyciel okresla czym klasa bedzie 2. Uczniowie stuchajg i zapisujg w zeszytach.
zajmowata sie na lekcji i zaczyna czesé
wyktadowa.

Poniewaz kazdy ciag jest funkcja, wiec mozna
dla nich tez zdefiniowac pojecie
monotonicznosci w identyczny sposob.
Otrzymujemy w ten sposdb definicje ciggu
statego, ciggu rosngcego, ciggu malejgcego,
ciggu nierosngcego, ciggu niemalejgcego, ciggu
monotonicznego i ciggu scisle monotonicznego.
Intuicyjnie, wyrazy ciggu rosngcego ciagle sie
zwiekszajg, malejacego ciggle maleja.

Aby zbadaé¢ monotonicznos¢ ciggu o danym
wyrazie ogdlnym, nalezy zbadac¢ znak

roznicy a, 41 — a,. Jesli jest ona dodatnia wtedy
cigg jest rosnacy, jesli ujemna cigg jest malejscy,
a jesli rowna 0, to cigg jest staty.




Ciag (a,) nazywamy ciaggiem rosnacym, jezeli
dla kazdegon € Nt jest spetniona
nierownos¢ a, .1 > a,.

Ciag (a,) nazywamy ciaggiem malejacym, jezeli
dla kazdegon € Nt jest spetniona
nierownos¢ a, ;¢ < a,.

Ciag (a,) nazywamy ciaggiem statym, wtedy i
tylko wtedy, gdy a1 = a,.

Ciggi: malejace, rosnace, nierosnace,
niemalejgce noszg wspdlng nazwe ciggdéw
monotonicznych lub izotonicznych. Przyjeto
rowniez nazywac ciggi malejgce lub rosngce
$cisle monotonicznymi, ciggi zas niemalejgce
lub nierosnace - monotonicznymi w szerszym
sensie.

Przyktady:

a, =n+2; 2,58,11,14,...-ciag rosnacy
a, =n?% 1,4,9,16,25, ... - cigg rosnacy
a,=3-—n; 2,1,0,—1,—2, ... - ciagg malejacy

a, = —5n; —5,—10,—15, ...- ciag malejacy

Cze$¢ ¢wiczeniowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia

I. Nauczyciel wybiera osoby ktére rozwigzujg | 1. Wskazani uczniowie rozwigzujg zadania na tablicy, a
zadania na tablicy. (llos¢ wykonanych zadan | reszta klasy w zeszytach.
zalezy od tempa pracy uczniéw)

Zadanie 1 Zadanie 1
a) a, =3n—2 a)a, =3n-—-2
b) a,=5-7n pe1=3(n+1)—-2=3n+3-2=3n+1
c) a,=n*+4n+1 Any1—ap=0CBn+1)—3Bn-2) =
d a,=5n—-2 =3n+1-3n+2=3>0
e) a, =3—-2n
f) an=% Ciag jest rosnacy.
g) a :7n—5
no3n-1 b)a, =5—-"7n

Any1=5—-7n+1)=5-"n—-7=-7n—-2
Ape1— Ay =(-"m—-2)—(5—-7n) =
=-7n—2-54+7n=-7<0




Zadanie 2

Cigg jest malejacy.

da,=n*+4n+1

i =M+ 1D?+4(n+1)+1=
=n’+2n+1+4n+4+1=n>+6n+6
Apir—ap=(M?>+6n+6)—(N?+4n+1) =
=n’+6n+6-—-m?—4n—-1=2n+5>0dla
n>0

Ciag jest rosnacy.

da, =5n-2

ape1 =5(n+1)—2=5n+5—-2=5n+3
Apne1— A, =5n+3—-(5n—-2) =
=5n+3-m+2=3+2=5>0

Ciag jest rosnacy.

e)a, =3—2n

Any1 =3—-2n+1)=3-2n—-2=-2n+1
Ape1— ap =(—2n+1) -3 —-2n) =
=-2n—3+4+1+2n=-2<0

Cigg jest malejacy.

1
f) a, = n
a _ 1
n+1 — n+1
a _a_l_l_ n _n+1 _n-n-1 __
n+1 T 1 on (n+1)n (n+1)n - (n+1)n -
-1
= <0,dlan€N
(n+)n

Cigg jest malejacy.

) 4. = 7n->5
g n 3n—-1
__7(n+1)-5 _ 7n+7-5 _ 7n+2

a = = =
N+l 7 3(n+1)-1 3n+3-1  3n+2
__7n-5 n+2

Apoq — Ay = =
n+1 n 7 3p-1  3n+2

_ (In+2)(3n-1) (3n+2)(7n-5) _ L 8
T (3n+2)(3n-1) (3n+2)(3n-1)  (3n+2)(3n-1)
dlan €N

Ciag jest rosnacy.

Zadanie 2
Cigg jest rosngcy gdy:

>0




Cigg liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem
a, = n + n?. Wykaz ze jest to cigg rosnacy.

Il. Nauczyciel podaje prace domowsg (zadania
ktore nie zostaty zrobione na zajeciach).

Apy1 —an >0

a, =n+n?

A =n+1+m+1)2=n+1+n’>+2n+1=
=n?+3n+2

py1— A =n?+3n+2—(n+n?) =
=n?+3n+2-n—-n?=2n+2>0dlan€N

Odpowiedz: Wykazalismy, ze a,4q — a, > 0 dla
kazdego n naturalnego, zatem ciag jest rosnacy.

II. Uczniowie zapisujg prace domowa.




Klasa 2
Temat: Cigg arytmetyczny.

Typ lekcji: wprowadzajgca,
Czas trwania zajec: 1 godzina lekcyjna (45 minut).

CELE NAUCZANIA
Cel ogdlny :
- rozwigzywanie zadan dotyczgcych ciggu arytmetycznego.

Cele szczegétowe :

Uczen:

- bada monotonicznos¢ ciggu arytmetycznego;

- zapisuje dowolne wyrazy ciggu arytmetycznego, gdy dana jest réznica i dowolny wyraz tego
ciggu badz tylko dwa dowolne wyrazy;

- oblicza réznice ciggu arytmetycznego majac dany pierwszy wyraz i dowolny wyraz tego
ciggu.

Cele intelektualne:
- Wyrobienie sprawnosci rachunkowych.

Cele wychowawcze:
- Rozwijanie umiejetnosci poprawnego formutowania mysli.

Metody pracy:
- Metoda podajaca,
- Metoda treningowa — rozwigzywanie zadan.

Formy pracy:
- Indywidualna,
- Praca z cata klasa.

Srodki dydaktyczne:
- Kata pracy,

- Zeszyty,

- Tablica, kreda.



Przebieg lekc;ji

Ogniwo lekcji

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

1.Czynnosci
Organizacyjne

Sprawdza obecnos$¢ uczniow na lekcji,
zaznacza ewentualne nieobecno$ci.

Zglasza nieobecnos¢ kolegow.

2.Cze$¢ wstepna:
a) zapoznanie
z celami lekcji

b)sformutowanie
tematu lekcji

c)wprowadzenie
wiadomosci

a)Celem dzisiejszej lekcji jest
rozwigzywanie zadan dotyczacych
ciggu arytmetycznego.

b)Podaje temat ,,Cigg arytmetyczny”.

Definicja

Ciag liczbowy (an) nazywamy
ciggiem arytmetycznym wtedy

i tylko wtedy gdy kazdy jego wyraz

z wyjatkiem pierwszego powstaje

z wyrazu poprzedniego przed dodanie
statej liczby r (r6znicy ciagu).

a,,=a,+r

Wzory na n-ty wyraz oraz sum¢ n
poczatkowych wyrazoéw ciagu

arytmetycznego

an=a1+(n-r

Sn = M ‘N
2

Jezeli (ap) jest ciggiem
arytmetycznym, to miedzy sgsiednimi
wyrazami ciggu zachodzi zwigzek:

_8n-1+an+1

an dlan>?2

Jesli >0 to ciagg arytmetyczny jest
rosnacy.

Jesli r<0 to ciag jest malejacy.
Jesli r = 0 cigg arytmetyczny jest

ciggiem o jednakowych wyrazach
czyli jest ciggiem statym.

a) Przewiduje czego bedzie
dotyczyla lekcja.

b)Zapisuje temat lekcji.

c)Patrzy na tablice i sporzadza notatki.

3. Czes¢ gltowna:




a)rozwigzywanie
zadan na tablicy

a)Kontroluje prace uczniow
1 koryguje bledy.

a)-Rozwigzuje zadania na tablicy.
-Zapisuje rozwigzania w zeszycie.

Zadanie 1 (Karta pracy).
Zbadaj monotonicznos¢ ciggu
arytmetycznego:

a)a, =3n+1

b)a, =3-2n
c) a,=5n-2

Zadanie 1 (Karta pracy).
Rozwigzanie:

a)a,, =3n+1)+1=3n+3+1=
=3n+4
a,,—a,=3n+4-3n-1=3
Réznica a,,, —a, >0, czyli ciag jest
rosnacy.

b)
a,,=3-2(n+1)=3-2n-2=
=1-2n
a,—a,=1-2n-3+2n=-2
Réznica a,,, —a, <0, czyli ciag jest
malejacy.
oa,=5n+1)-2=5n+5-2=
=5n+3
a,,—a,=5Nn+3-5n+2=5

Roéznica a,,; —a, >0, czyli ciag jest
rosnacy.

Zadanie 2 (Karta pracy).

Ciag arytmetyczny ( a, ) jest okreslony
wzorem a, =-2n+1dlan>1. Oblicz

roznice tego ciagu.

Zadanie 2 (Karta pracy).

Rozwigzanie:
a,,=-2n+1)+1=-2n-2+1
=-2n-1
a,,—a,=-2n-1+2n-1=-2
Odp. Rdznica ciggu arytmetycznego jest
réowna -2.

n+.

Zadanie 3 (Karta pracy).

Znajdz trzynasty wyraz ciggu
arytmetycznego, jesli a, = 3 oraz
a, =4.

Zadanie 3 (Karta pracy).
Rozwigzanie:

a,=a, +r
{a6:a1+5r

3=a, +r
{4:a1+5r

-3=-a,—r
{4:a1+5r
1=14r

r =

NP




Q23
YTy
a,, =a, +12r
3 1
a13=22+12 =
3
a13ZSZ

Zadanie 4 (Karta pracy).

Suma czwartego 1 siodmego wyrazu
ciggu arytmetycznego rowna jest 86 a
suma drugiego i trzynastego wynosi
22 . Znajdz pierwszy wyraz i roznice
tego ciagu.

Zadanie 4 (Karta pracy).

Rozwigzanie:
a,+a, =86
a, +a,, =22

a, +3r+a, +6r=_386
a+r+a +12r=22

2a, +9r =86
{Za1 +13r =22
—2a, —9r=-86
{Za1 +13r=22
4r = -64
r=-16
2a, +9-(-16) =86
2a, =86+144
2a, =230
a, =115

Zadanie 5 (Karta pracy).
Wyznacz roéznicg r ciggu
arytmetycznego majac dane:

aa, =7 a,,=133

by a, =285 a,,=6

0) a, =124/3 a, =423

Zadanie 5 (Karta pracy).
Rozwiazanie:

a)

A,y =a, +28r
133=7+28r
28r =126
r=45

b)




a,, =a, +45r

6 = 28,5+ 45r

45r = -22.5
r=-05

c)

s =a, +15r
423 =12/3 +15r
15r =30+/3

r:2\/§

4.Cze¢$¢ koncowa:
a)Podsumowanie
lekcji

a)Zadaje pytania zwigzane
z tematem lekcji i ocenia aktywno$¢
uczniow.

a)Odpowiada na pytania dotyczace
tematu lekcji.




Klasa 2

Temat: Cigg arytmetyczny.

Cele:
e uczen podaje definicje ciggu arytmetycznego,
e uczen podaje definicje monotonicznosci ciggu arytmetycznego,
e uczen podaje wzér na wyraz Srodkowy ciggu i stosuje je w zadaniach,
e uczen stosuje definicje ciggu arytmetycznego w zadaniach,
e uczen sprawdza czy ciagg jest arytmetyczny,
e uczen znajduje pierwszy i kolejne wyrazy ciggdw oraz rdznice ciggu,

Metoda:
e (wiczeniowa

Srodki dydaktyczne:
e ,Matematyka 2 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab
e ,Matematyka. Klasa 2. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna”
E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab,

Czes¢ wyktadowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia
1. Nauczyciel przygotowuje sie do lekcji: 1. Uczniowie przygotowuja sie do lekcji:
e sprawdza liste obecnosci, e zajmujg miejsca,
e podaje temat uczniom, e przygotowujg ksigzki i przybory szkolne,

e rozdaje zadania,
2. Nauczyciel okresla czym klasa bedzie 2. Uczniowie odpowiadaja na pytania.
zajmowata sie na lekcji i zaczyna cze$é
powtdrzeniowg, w ktérej zadaje pytania
uczniom.

) e Cigg liczbowy (an) nazywamy ciggiem
e Cotocigg arytmetyczny?

arytmetycznym wtedy i tylko wtedy gdy kazdy
jego wyraz z wyjatkiem pierwszego powstaje
z wyrazu poprzedniego przed dodanie statej
liczby r tzn: a,,41= a,,+,dla dowolnej
dodatniej liczby naturalnej n. Ciag
arytmetyczny musi sktadaé sie z co najmniej
trzech wyrazéw.

e Jak obliczamy srodkowy wyraz ciggu? o o = GnTltantt
e Jak okreslamy monotonicznos¢ ciggu n 2 L
arytmetycznego? e Liczbe r nazywamy réznicg ciggu
arytmetycznego.

Jesli >0 to cigg arytmetyczny jest rosnacy.
Jesli r<0 to ciag jest malejacy.

Jesli r = 0 cigg arytmetyczny jest ciggiem o
jednakowych wyrazach czyli jest ciagiem




stalym.

Czesc¢ ¢wiczeniowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia

I. Nauczyciel wybiera osoby ktére rozwigzujg I. Wskazani uczniowie rozwigzujg zadania ze zbioru
zadania ze zbioru na tablicy. (llo$¢ wykonanych | na tablicy, a reszta klasy w zeszytach.
zadan zalezy od tempa pracy uczniéw)

Zadanie 7.29/231 Zadanie 7.29/231
Ktére z podanych ciggdw sg ciggami a)
arytmetycznymi? a,=3n+1
a)a,=3n+1
2n—/2 a,=3*x1+1
b) an= 3 ai =3+1
f) an=Vv2n a, =4
a,=3*x2+1
a, =7
az=3x*3+1
az; =10
jest to cigg arytmetyczny
b)
_ 2n—/2
nToo3
a, = 2*13—\/5
o = 272
3
a, = 2*23—\/5
o, = V2
3
a3 — 2*33—\/5
4y = &7
3

jest to cigg arytmetyczny

f)
a, =V2n
a, =vV2x1

a1=\/§




Zadanie 7.30/232
Znajdz trzynasty wyraz ciagu arytmetycznego
a) a=3,a=4

a2=\/z
az_z

az =V2%*3
a3=\/€
a, =V2+*4
a4=\/§

nie jest to cigg arytmetyczny

Zadanie 7.30/232

c)

a2=3
a6:4
a2=a1+7”

ag =aq +5r

3=a1+(2—1)r
4=q,+(6—-Dr

3=a1+1‘
4 =aqq+ 5r
a1=3—r
3—r+5r=4
a,=3—-r1
1
r==-
4
1
a1—3_z
1
r==-
4
3
al—ZZ
1
r==-
4

a13=a1+(13—1)*i
a3 =22+12+

a3 =22+3




Zadanie 7.31/ 232

arytmetycznego majac dane:
a) a,»=-93,r=-3
d) d111 =44, r= 1,25

Zadanie 7.32/232

dane:
b)a1=12, a34=65

Zadanie 7.33/232

Wyznacz liczbe n wyrazéw ciggu
arytmetycznego wiedzgc, ze:

a) a;=2,3 ,a,=48,8 ,r=3,1

Wyznaczy¢ pierwszy wyraz a; ciggu

Wyznacz réznice r ciggu arytmetycznego majgc

Zadanie 7.31/ 232
a)

ay, = —93
r=-3

a, =7

azz = al + (22 - 1) * (_3)
—93 =q, — 63

a; = —93 + 63
al == _30

d)

a111 == 44‘
r=1,25

a1 :7

ai11 = aq + (111 - 1) * 1,25
44 = g, + (111 — 1) * 1,25
44 = a; + 110 = 1,25

44 = a, + 125
a, = 44 — 125
a1=81

Zadanie 7.32/232

b)
a1 - 12
a34 = 65

a34=a1+(34‘—1)*r
65=124+33*r
65 —12 = 33r

53 =33r /:33
_ 53
T 33

Zadanie 7.33/232

b)

a; =23
a, = 48,8
r=31

a,=a;,+(n—1) xr
488=23+Mm—1)*31
48,8 =2,3+3,In—-3,1
3,iIn=488-2,3+3,1
3,1In=49,6 /:3,1
n=16

a, = 48,8




Zadanie 7.34/ 232

Miedzy liczbg 4 a 22 wstaw piec¢ liczb tak, aby
wraz z danymi liczbami tworzyty cigg
arytmetyczny

Zadanie 7.37/232

Suma czwartego i si6dmego wyrazu ciggu
arytmetycznego réwna jest 86 a suma drugiego
i trzynastego wynosi 22 . Znajdz pierwszy wyraz
i réznice tego ciggu.

Zadanie 7. 40/233

W ciggu arytmetycznym skfadajgcym sie z
dziewieciu wyrazéw suma trzech pierwszych
wyrazéw réowna sie 15, a suma trzech kolejnych

Zadanie 7.34/ 232
a, =4,a, =?,a3 =7,a4 =7,a5 =7,a4 =7,
a7 == 22

__an—al
=l
22—4
r=—
7—-1
r=3
a,=4+3=7

as=7+3=10
a,=10+3 =13
as =13 +3 =16
ag=16+3=19

Zadanie 7.37/232

a, +a; =86
a, + a3 =22
a, =7
R =?
a, +a;, =86
a, + a3 =22

a,+3r+a,+6r =286
a,+r+a+12r =22

2a, +9r = 86
2a, +13r =22 /+(—1)

2a, +9r = 86
—2a, — 13r = =22

—4r =64 /:(—4)
r=-16

2a, + 9 (—16) = 86

2a, — 144 = 86
2a, = 86 + 144
2a, =230 /:2
a, =115

Zadanie 7. 40/233
a, +a, +az =15
a4 + a5 + a6 = 4‘2

a7+a8+a9=?

a,+a, +az =15




42. Oblicz suma trzech ostatnich wyrazéw tego
ciggu.

Il. Nauczyciel podaje prace domowg ze zbioru
zadan.

Zadanie 7.29/231

Ktére z podanych ciggdw sg ciggami
arytmetycznymi?

c)a,=7

d)a,=2n

e)a,=7n?-7

g)a,=TTn +TT

2n2+4n+2
h)a,=——
Jan n+1

i)an= n2+6

ay +as+ag =42

a,+a,+r+ay+2r=15
a,+3r+a,+4r+a; +5r =42

3a, +3r =15

a, +12r =42 [+ (1)
3a; +3r =15

—aq — 12r = —42

—9r = =27

r=3

3a; +3*3 =15
3a1=6 /3
a1=2

a; =aq + 67

a;, =2+6%3
a7:20

ag = 20 + 3

a3=23

ag = 23 + 30
a9=26

a; + ag + as = 20 + 23 + 26 = 69

Il. Uczniowie zapisujg prace domowa.




Zadanie 7.30/232

Znajdz trzysnasty wyraz ciggu arytmetycznego
a)a;=-1, r=3

b)a;=10, r=-2

d)as=0, agz=-1,5

Zadanie 7.32/232

Wyznacz rdznice r ciggu arytmetycznego majac
dane:

a)a;=7, a,9=133

c)a,;=28,5 a,,=6

d)a;=3vV3 a;=-42V3

Zadanie 7.35/232

Miedzy liczbg 65 i 35 wstaw dziewiec liczb tak,
aby wraz zdanymi liczbami tworzyty cigg
arytmetyczny




Klasa 2

Temat:
Cigg arytmetyczny.

Cele ogodlne:

- ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia,

- ¢wiczenie sprawnosci rachunkowych,

Cele szczegétowe:

- poznanie przez ucznidéw definicji ciggu arytmetycznego,

- poznanie przez uczniéw podstawowych wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego,

- éwiczenie umiejetnosci stosowania poznanych wiadomosci w zadaniach.

Metody:

- pogadanka,

- ¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

- wprowadzajaca.
Srodki dydaktyczne:

- zestawy zadan dla ucznidw.

Czynno$ci nauczyciela

Czynnosci ucznia

Temat: Ciagg arytmetyczny.

Nauczyciel zapisuje na tablicy ciag
liczb:

2,5,8,11,14,17, ...

Czy widzicie jakas$ zalezno$¢ migdzy
poszczegolnymi wyrazami tego ciggu?

Podany ciag jest ciggiem
arytmetycznym.

Nauczyciel dyktuje uczniom definicjg:
Ciag arytmetyczny jest to cigg
liczbowy, w ktorym kazdy wyraz
mozna otrzymac¢ dodajac wyraz
bezposrednio go poprzedzajacy oraz
ustalong liczbe, zwang rdznica ciggu.

Kazdy nastepny wyraz jest o 3
wiekszy niz poprzedni.



http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_liczbowy
http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_liczbowy

Roéznice oznaczamy literka r 1 okresla
on zalezno$¢: r = a1 — a,.

Wracajac do podanego ciagu
wypiszcie kolejne jego wyrazy
opisujac je przy uzyciu wyrazu
pierwszego.

a, =2

a, =a;+3
a;=a,+2-3=a,+6
a,=az+3-3=a;+9

Dla dowolnego ciggu arytmetycznego
zachodzi zalezno$¢:

a, = a; + (n — 1)r — wzor na n-ty
wyraz ciggu arytmetycznego.

Zad. 1

Sprawdz, czy podany ciag jest ar=3n+1)+2-3n—-2=3
arytmetyczny? tak

a)a,=3n+2 b)r=2(n+1) —2n =2 tak

b) b, = 2n c)r=6(n+1)%—6n?=6n+

) ¢, = 6 n? 12n+ 6 — 6n? = 12n + 6 nie

Zad. 2

Wyznacz wzor na n-ty wyraz
podanego ciggu:
a)-4,-2,0,2,4,6, ...
b)5,1,-3,-7,-11, ...

Zad. 3

Oblicz pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego, jesli:

a) r=-3, a,,=-92

b) r=5 4/9, 3.17:100 2/9

C) r=0,4, azg=15,4

r=-
a,=5+mn—-1)(—4)
a,=5—4n+4

a, =—4n+9

a) —92 = a, + 21-(=3)
—92 =a, — 63
a, = —29

b) 1002 = a; +16- 57

902 49
-, +16-2
9 9

902 784
M=y

a; =13




Zad. 4

Wyznacz rdznice ciggu
arytmetycznego, jesli:
a) a;=-12, az4=65

b) a1=3/7, agg=21 3/7

Zad. 5

Wyznacz liczbg n wyrazéw ciagu
arytmetycznego, jesli:

a) a;=b5, a,=61, r=7

b) a,=2,3, a,=48,8, r=3,1

¢) 154 = a, + 38- 0,4
a, = 15,4 — 15,2
a, = 0,2

a) 65 = —12 + 33r
33r=77
r=23

b) 212 =2+ 98r
98r = 21

21 _ 3

98 14

w

a)6l=5+n—-1)-7
61=5+7n—-7
n = 63
n=9
b)48,8=23+(n—-1)-3,1
48,8 =2,3+3,1In— 3,1
3,1n = 49,6
n=16

Powtorzenie
Nauczyciel zadaje uczniom pytania
dotyczace lekcji.

Uczniowie odpowiadajg na pytania
nauczyciela.




Klasa 2

Temat:
Cigg arytmetyczny- zadania rézne.

Cele ogodlne:

- ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia,

- ¢wiczenie sprawnosci rachunkowych,

Cele szczegétowe:

- przypomnienie wiadomosci dotyczgcych ciggu arytmetycznego,

- ¢wiczenie umiejetnosci stosowania poznanych wzordéw i wtasnosci ciggu arytmetycznego

w zadaniach.
Metody:

- ¢wiczeniowa.

Typ lekcji:

- powtdrzeniowa.
Srodki dydaktyczne:

- zestawy zadan dla ucznidw.

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

Temat: Cigg arytmetyczny- zadania
rozne.

Jaki cigg nazywamy arytmetycznym?
Przypomnijcie wszystkiego poznane

wzory dotyczace ciggu
arytmetycznego.

Ciag arytmetyczny jest to taki ciag,

w ktorym roznica miedzy kolejnymi

wyrazami jest stala.

Wz6ér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:
a,=a;+(n—-1)

Zwigzek migdzy trzema kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego:
2an = ap-1 + Anyq

Suma ciggu arytmetycznego:
a; + a,
Sp = —




Zad. 1

Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci
tworza ciagg arytmetyczny, przy
czym x+y=8. Oblicz x i .

Zad. 2

Wyrazami ciggu arytmetycznego aj
s kolejne liczby naturalne, ktore przy
dzieleniu przez 5 daja resztg 2.
Ponadto a;=12. Oblicz ags.

Zad. 3

Miary katow trojkata sg trzema
kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego. Najmniejszy kat
tego trojkata ma miareg 40°, Oblicz
réznicg tego ciggu.

Zad. 4
Dany jest ciagg a, 0 wyrazie

ogolnym a,, = 5_%, dlan=1, 2,3,

a) Sprawdz, czy ciag a, jest
arytmetyczny.

b) Wyznacz jedenasty wyraz tego
ciagu.

Zad. 5
Dany jest ciagg (an) 0 Wyrazie

Zad. 2

a; =12
r=>5

a, =7

a, =2

a5 = a, + 14r
a5 =2+ 14-5
a5 =72

Zad. 3

a; = 40°

a, =40°+r

as; = 40°+ 2r

40° + 40° + r + 40° + 2r = 180°
3r = 60°

r = 20°
Zad. 4

5-3(n+1) 5-3n 3
)T = Ay — Ay = = - =3
Odp. Ciag jest arytmetyczny.

5-3 2
b)a1=7=;

all == al + 1OT

n=2+10-(-)

2 30
=77
a;, = —4

Zad.5

n+ 15




ogolnym
n+15 , : -
n = Sprawdz, czy istnieje

wyraz tego ciggu rowny 1,6.

Zad. 6

Liczby x-1, 2x, x+3 sa kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego.
Oblicz x.

Zad. 7

Oblicz sume siedmiu poczatkowych
wyrazOw ciggu arytmetycznego, w
ktorym az=7,

ay3-a9=20.

Zad. 8

Czwarty wyraz ciggu arytmetycznego
jest rowny

2l0g,8, a siodmy wyraz to: % +
8v/3. Wyznacz ten ciag. Suma ilu
poczatkowych wyrazow tego ciagu
wynosi 145507

n+15=17,6
n=26
Odp. Nie.

Zad. 6
2:2x=x—14+x+3
4x =2x+ 2

x=1

Zad. 7

az; =7

{a13—a9=20
a, +2r=7

{a1+12r—a1—8r=20
{a1+2r=7

4r = 20
r=>5
a,=7—-10=-3
a; =—3+6-5=27

a, +a,
S, = -
7 2
-3+ 27
y=———7
S7=84‘
Zad. 8
a, = 2log,8 =6
6—+/3
a, = +8V3=15
7 2+43
{a1+3r=6
a, + 6r =15
3r=9
r=23
a, =6—3-3=-3
2a; + (n— Dr
Tl: 2 )

2-(-3)+(n—1)-3
n

14550 =
2

29100= (-6+3n-3)n

3n2 —9n — 29100 = 0
n% —3n—9700 =0

A= 9+ 4-9700 = 38809
VA= 197




Zad. 9
Wyznacz liczby x 1y wiedzac, ze ciag
(4, x-y, x+y, 19)jest arytmetyczny.

Zad. 10

Oblicz pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego 1 jego roznice, jesli
aztas=24; azas=135.

3-197 _

Tl1 2 _97
3+ 197

n, = > =100

Odp. n=100.

Zad. 9

{2(x—y)=4+x+y
2x+y)=x—-y+19

2x —2y=4+x+y
{2x+2y:x—y+19

4x = 23 + 2x

2x =23

x =115
2-115-2y=4+115+y
-3y =-7,5

y=25

Zad. 10
a, +2r+a, +4r =24
{(al + 2r)(aq +4r) = 135
2a, + 61 =24
{a% + 6a,r + 8r? = 135
a, =12 —-3r
{(12 —3r)?+6r(12—3r) + 8r? =135
144 — 72r + 9r% + 72r — 1872 + 8r?
=135
r2=9
r=3lub r=-3
a, =3 lub a; =21

Podsumowanie:
Nauczyciel zadaje pytania uczniom
dotyczace lekc;i.

Uczniowie odpowiadajg na pytania
nauczyciela.

Praca domowa

Zad. 1

Oblicz pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego 1 jego rdznice, jesli
ag-ag=21; ag-ag=2146.

Zad. 1
{ a, +8r—a; —5r=21
(a, +8r)(a, + 5r) = 2146




Zad. 2

W ciggu arytmetycznym wyraz trzeci
wynosi 4, a szosty 19. Wyznacz
wszystkie warto$ci n, dla ktorych
wyrazy ciggu sg mniejsze od 200.

r=7
{(a1 + 56)(a; + 35) = 2146
a? +91a, — 186 =0
A= 8281 + 744 = 9025
VA= 95

_—91+95_2
W=y =
_—91—95_ 93
a, = 5 =
Zad. 2
{a3=4
a6=19
{a1+2r=4
a, +5r =19
3r =15
r=25

a; =4—-10=-6
a,=-6+Mn-1)-5
a, =5n—-11
5n—11<200
5n < 189

n < 37,8
ne{l,2,..,37}




Klasa 2

Temat: Cigg arytmetyczny- zadania rdézne.
Cele:

e uczen podaje definicje ciggu arytmetycznego,

e uczen podaje definicje monotonicznosci ciggu arytmetycznego,

e uczen podaje wzér na wyraz Srodkowy ciggu i stosuje je w zadaniach,
e uczen stosuje definicje ciggu arytmetycznego w zadaniach,

e uczen sprawdza czy cigg jest arytmetyczny,

e uczen znajduje pierwszy i kolejne wyrazy ciggdw oraz rdznice ciggu,

e uczen podaje wzor na sume ciggu arytmetycznego,

e uczen wykorzystuje wzdr na sume ciggu arytmetycznego w zadaniach,

Metoda:
e (wiczeniowa

Srodki dydaktyczne:

e ,Matematyka 1 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab
e ,Matematyka. Klasa 1. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna”

E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab,

Czes¢ wyktadowa

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

1. Nauczyciel przygotowuje sie do lekcji:
e sprawdza liste obecnosci,
e podaje temat uczniom,
e rozdaje zadania,

2. Nauczyciel okresla czym klasa bedzie
zajmowata sie na lekcji i zaczyna cze$é
powtdrzeniowg, w ktérej zadaje pytania
uczniom.

e Co tocigg arytmetyczny?

e Jak obliczamy srodkowy wyraz ciggu?
e Jak okreslamy monotonicznos¢ ciggu
arytmetycznego?

1. Uczniowie przygotowujg sie do lekgji:

zajmujg miejsca,
przygotowuja ksigzki i przybory szkolne,

2. Uczniowie odpowiadajg na pytania.

Ciagg liczbowy (an) nazywamy ciggiem
arytmetycznym wtedy i tylko wtedy gdy kazdy
jego wyraz z wyjatkiem pierwszego powstaje
z wyrazu poprzedniego przed dodanie statej
liczby r tzn: a,,; 1= a,,dla dowolnej
dodatniej liczby naturalnej n. Ciag
arytmetyczny musi sktadac sie z co najmnie;j
trzech wyrazéw.
an-1+an+1

2
Liczbg¢ r nazywamy rdznicg ciagu
arytmetycznego.
Jesli r>0 to cigg arytmetyczny jest rosnacy.

a, =




e Jaki jest wzér na sume ciggu
arytmetycznego?

Jesli r<0 to ciagg jest malejacy.

Jesli r = 0 cigg arytmetyczny jest ciggiem o
jednakowych wyrazach czyli jest ciggiem
statym.

a,+a
° Snz%*

Czesc¢ ¢wiczeniowa

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

I. Nauczyciel wybiera osoby ktére rozwigzujg
zadania na tablicy. (llos¢ wykonanych zadan
zalezy od tempa pracy uczniéw)

Zadanie 1
Wyznacz cigg arytmetyczny, majac dane: as = 19
i dg = 35.

Zadanie 2

Okresl monotonicznos¢ ciggu.
a)a, =2n+3

b)a, =-3n+2

Zadanie 3

Okresl, czy podany ciag, jest ciggiem
arytmetycznym.

a)3,4,5,6, ..

b)-2,3,9, ..

I. Wskazani uczniowie rozwigzujg zadania na tablicy,
a reszta klasy w zeszytach.

Zadanie 1
a,=a,+n—-1Dr

as = aq +4r
ag = aq +8r

19 = a, + 4r
{35=a1+8r
r=4
{a1=3

a,=3+4n—-1)
a,=4n-1

Zadanie 2

a)a, =2n+3

apy1 =2(n+1)+3=2n+2+3=2n+5
Ane1 — A =2n+5-2n-3=2>0

Cigg jest rosnacy

b)a, =-3n+2
apny1=—-3n+1)+2=-3n+2-3=-3n-1
Api1—ap=—3n—1+3n—-2=-2<0

Cigg jest malejgcy

Zadanie 3

a)3,4,5,6, ...

4—-5=5-4=6-5

1=1=1

Podany ciagg jest arytmetyczny




Zadanie 4

Dla jakiej wartosci "x" podane wyrazenia sg
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego?
x+1,2x+6,x+ 21, ...

Zadanie 5

Podaj wzér ogdlny i oblicz warto$¢ dwunastego
wyrazu ciggu:

-11,-7,-3,1, ..

Zadanie 6

Oblicz wartos¢ pigtego wyrazu ciggu
arytmetycznego, jezeli jego czwarty wyraz ma
wartosc 20, a szosty ma wartosc 28.

Zadanie 7

Oblicz sume wyrazéw, tworzacych ciag
arytmetyczny:

124+9+6+--—6

b)-2,3,9, ..
3—(-2)=9-3
3+2=9-3
56

Podany ciagg nie jest arytmetyczny

Zadanie 4
x+1,2x+6,x+ 21, ..

2x+6—-—(x+1)=x+21—-2x+6)
2x+6—x—1=x+21-2x—6
x+5=—-x+15

2x =10

x=5

Odpowiedz: Wyrazenia stanowig kolejne wyrazy
ciggu arytmetycznego dla x=5.

Zadanie 5
-11,-7,-3,1, ...
a1 = _11

r=-=7-(-10)=-7+11=4

a,=-11+(n—-1) =4
a, =4n—15

Zadanie 6
a, =20
ag = 28
a, = an—l‘;‘an+1
_20+28
ag = 2
48
as 7
as = 24
Zadanie 7
124+9+6..—6
a; =12
a, = —6

r=9-12=-3




Il. Nauczyciel podaje prace domowg (zadania
ktore nie zostaty zrobione na zajeciach).

a,=a,+n—-Dr
—6=124+(n—-1) % (=3)

—-6=12—-3n+3
—6=-3n+15
3n=154+6
3n=21

n=7

S; =k 7=2x7=3+7=21

Il. Uczniowie zapisujg prace domowa.




Klas 3

Temat: Wiasnosci ciggu arytmetycznego (przygotowanie do matury).

Czas: Jedna godziny lekcyjne.

Cele:

e utrwalenie wiadomosci o ciggach arytmetycznych,

e zastosowanie pojec dotyczgcych ciggdw arytmetycznych,

e zastosowanie wzoréw dla ciggu arytmetycznego w zadaniach typowych
i nietypowych;
Metody:
e rozmowa kierowana,
e metoda ¢wiczeniowa.
Typ lekcji:
e powtdérzeniowo-éwiczeniowa.
Srodki dydaktyczne:
e Zadania przygotowane przez nauczyciela.
Nauczyciel Uczen

Czynnosci wstepne

7. Sprawdzenie listy obecnosci.

8. Nauczyciel podaje temat lekgji.

7. Przygotowanie zeszytdw i przyboréw
szkolnych.

8. Uczniowie zapisujg temat lekcji
w zeszytach.




Czes$¢ Praktyczna

zadan.
osoby

Rozpoczynamy rozwigzywanie
Nauczyciel  wyznacza  kolejne
rozwigzujgce zadania na tablicy.

Zadanie 1

Sktadajac do kasy oszczednosci, w kazdym
miesigcu o 20zt wiecej niz w poprzednim
uzbieramy po n miesigcach 1845zt. Oblicz
liczbe miesiecy n, jezeli pierwszy wkfad
wynosit 125zt

Zadanie 2

Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza
cigg arytmetyczny, przy czym x + y = 8. Oblicz
Xiy.

Uczniowie wyznaczeni przez nauczyciela
rozwigzujg zadania na tablicy, gdy reszta
klasy zapisuje swoje rozwigzania
w zeszytach.

Zadanie 1
Dane:
a1=125 (pierwsza wptata);
r=20 (zwiekszanie wpfaty);
S,=1845 (suma oszczednosci)
Szukane:
n- ilo$¢ miesiecy (miesiecy jest liczbe
naturalng dodatnia)
2a, +(n—-Dr N

2
- wzOr na sume n-poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego
2-125+(2n—1)-20_n _ 1845
250+20n-20

S, =

n=1845

230n +20n* —3690 = 0
2n® +23n-369=0

A =3481

JA =59
n,=-205¢N,
n,=9eN,

Odpowiedz: llo$é miesiecy n wynosi 9.

Zadanie 2
x+19_
> =y
y=8-—x
x+19_8
> = X
x+19 =16 — 2x
3x = -3
x=-1

19=-14+GB3-Dr
20 = 2r
10 =r




Zadanie 3

Udowodnij, ze jezeli dtugosci trzech
kolejnych bokéw czworokata opisanego na
okregu tworza ciag arytmetyczny,
to przynajmniej dwa boki tego czworokata
majg takg sama dtugosc.

Zadanie 4
Szésty wyraz ciggu arytmetycznego jest
réwny zeru. Oblicz Sy;.

Zadanie 5
Miary katow wewnetrznych  wielokata
wypuktego tworzg cigg arytmetyczny,

ktérego rdznica wynosi 5°. Najmniejszy kat
ma miare 120 °. Wyznacz liczbe bokdéw
wielokata.

y=9

x=-1
Odpowiedz: Kolejne wyrazy ciggu to
odpowiednio -1, 9, 19

Zadanie 3

x+2r

X+x+2r=x+r+y

y=x+r
Czyli dwa boki sg sobie rowne
O
Zadanie 4
a,+a
L= 1 . 11,41
ag= 0
a, =0—-5r
{011 =0+5r

a1+a11=0_5r+0+57'
a1+a11:0

S11 = 0 11=0
11 — 2 -
Zadanie 5
a, =120
r=>5
a, =120+ (n—1)5=5n+ 115
120 + 5n+ 115
> n=(n-2)-180

l Sn —suma miar katéw wielokata
o n bokach

S, = (n—2)-180

(5n+235)'n=(n—-2)-360
5n% + 235 = 360n — 720
n?—25n+144=0

A= 49
25-7
n, = > =9




Zadanie 6

W ciggu arytmetycznym o nieparzyste;j
liczbie wyrazéw suma wyrazow stojgcych na
miejscach nieparzystych rowna sie 44, a
suma pozostatych wynosi 33. Znajdz wyraz
srodkowy i liczbe wyrazéw tego ciagu.

25+7
5= 16
5n+115=45+ 115 =160
5n+ 115 =80+ 115 = 185
Odpowiedz: Jest to dziesieciobok, bo dla 16
nie bedzie wypukty.

n, =

Zadanie 6

Jezeli oznaczymy wyrazy ciggu

przez as,...,a»n+1, to srodkowy wyraz to
a1 (bonp. (n+1)=1=(2n+1)—(n+1)).
Wiemy, ze:

a, taz+ -+ az,. =44

a, +ay+ -+ ay, =33

Z definicji ciggu arytmetycznego mamy
Aon+1 = Aon + T,
n-1 = Qop-1 + 7,

as =a, +r.

Zatem mamy
44=qa;+az+ +ay =0 +a, +
+r+--t+ay,+r=
=a;+(ay+a,++ay,)+nr=
=a,+33+nr

Apyq = a4y +nr =44 -33 =11
Zauwazmy, ze

aq, 03 = aq + 21, ...,a,p41 = a4 + 2071
jest ciggiem arytmetycznym o rdznicy 2r
i n+ 1 wyrazach. Ze wzoru na sume
takiego ciggu mamy.

2a1-I2-2nr . (n + 1) = 44

Ay (m+1) =44

11-(n+1) = 44

n=3

Zatem wszystkich wyrazéw jest 2n +1 =7




Zadanie 7

w tréjkacie prostokatnym jedna
z przyprostokatnych jest Srednig
arytmetyczng  drugiej  przyprostokatnej

i przeciwprostokatnej. Oblicz sinusy katow
ostrych tego tréjkata.

Zadanie 7
[¢]

a

C

[

b
Mozemy tak oznaczy¢ boki tréjkata aby

podany warunek byt postaci 2b = a + c.
Podnoszgc rownos$é 2b = a + ¢ do
kwadratu i stosujgc twierdzenie Pitagorasa
mamy
4b? = a® + c? + 2ac
4c? — 4a% = a? + c? + 2ac
3c¢? —=5a? —2ac =0 /:a?
c 2 c
1(9) =520
Podstawiajgc
t=-€(0,1)
mamy réwnanie
3t2-2t-5=0

Liczymy, A= 4 + 60 = 64.
Dodatni pierwiastek to .1?0 = g

Stad
. a 3
sina = i
Zatem
. a 16
sinf =+/1—cos?f = ’1 — (E)Z = ’g =
4

5

Podsumowanie:
Zadanie pracy domowej
Zadania nie zrealizowane w czasie zajec.




Klasa 2

Temat: Cigg geometryczny — powtdérzenie wiadomosci.

Cele:
e uczen podaje definicje ciggu geometrycznego,
e uczen podaje definicje monotonicznosci ciggu geometrycznego,
e uczen stosuje definicje ciggu geometrycznego w zadaniach,
e uczen sprawdza czy ciag jest geometryczny,
e uczen znajduje pierwszy i kolejne wyrazy ciggdw oraz iloraz ciaggu,
e uczen podaje wzdr na sume ciggu geometrycznego,
e uczen wykorzystuje wzér na sume ciggu geometrycznego w zadaniach,

Metoda:
e (wiczeniowa

Srodki dydaktyczne:
e ,Matematyka 2 LO podrecznik” E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab
e ,Matematyka. Klasa 2. Zbiér zadan - szkota ponadgimnazjalna”
E. Kurczab, M. Swida, M. Kurczab,

Czes¢ wyktadowa

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia
1. Nauczyciel przygotowuje sie do lekcji: 1. Uczniowie przygotowuja sie do lekcji:
e sprawdza liste obecnosci, ® zajmujg miejsca,
e podaje temat uczniom, e przygotowuja ksigzki i przybory szkolne,

e rozdaje zadania,

2. Nauczyciel okresla czym klasa bedzie 2. Uczniowie odpowiadajg na pytania.
zajmowata sie na lekcji i zaczyna cze$é
powtdrzeniowg, w ktérej zadaje pytania

uczniom.

e (o tocigg geometryczny? o (Ciggiem geometrycznym nazwiemy cigg, w
ktérym kazdy wyraz, oprdcz wyrazu
pierwszego, jest iloczynem wyrazu
poprzedniego i tej samej pewnej liczby q,
ktérg nazywamy ilorazem ciggu
geometrycznego.

e Jaki jest wzor na n-ty wyraz ciggu e a,=a;*xq"L,n>2

geometrycznego?
_ N
Sp=aq * . q+1
.. . . ° 1-q
e Jaki jest wzér na sume ciggu
Sp,=n*xa; ,q=1
geometrycznego?
: . : o J|ayl = Van-1*A0ny1
e Jak obliczamy $rodkowy wyraz ciggu
geometrycznego?

e Cigg geometryczny jest rosnacy gdy:




e Jak sprawdzamy monotonicznos$¢ ciggu
geometrycznego?

(@>1Na;>0) V(@ <0AN0<g<1).
Cigg geometryczny jest malejacy gdy:

(a1 >0N0<g<1V(a;<0Ag>1).
Cigg geometryczny jest staty gdy:
a,=0V(a; #0Ag=1)

Czesc¢ ¢wiczeniowa

Czynnosci nauczyciela

Czynnosci ucznia

I. Nauczyciel wybiera osoby ktére rozwigzuja
zadania na tablicy. (Ilos¢ wykonanych zadan
zalezy od tempa pracy uczniéw)

Zadanie 1

Okresl, czy podany ciag, jest ciggiem
geometrycznym:

a)—2,—4,-8, ...

b)1,3,6,12,...

Zadanie 2

Dla jakiej wartosci "x", podane wyrazenia
stanowig kolejne wyrazy ciggu
geometrycznego?

x,6,3x + 3

Zadanie 3

Podaj wzdr ogdlny ciggu geometrycznego o ilorazie -
3, jezeli jego czwarty wyraz ma wartos¢ 9. Oblicz
wartos$¢ siodmego wyrazu ciggu.

I. Wskazani uczniowie rozwigzujg zadania na tablicy,

a reszta klasy w zeszytach.

Zadanie 1
a)—2,—4,-8, ...
—4:(—2) = (-8):(—4)
2=2

Podany ciagg jest geometryczny.

b)1,3,6,12,...
3:1=6:3=12:6
3#2=2

Podany cigg nie jest geometryczny.

Zadanie 2
x,6,3x + 3

36 = x(3x + 3)
3x243x—-36=0
x> +x—-12=0

A=1—4x1%(—12) =1+48 =49

—b+VA
x1 =
2a
-1-/49 -1-7
2 2
X = —-b—VA
17 2q
-1-/49  —-1+47
2a 2
Zadanie 3
a4, = 9
q=-3

an =a; *q""




Zadanie 4

Podaj wzér rekurencyjny ciggu geometrycznego,
jezeli jego trzeci wyraz ma wartosc -8, a czwarty
ma wartos¢ -4.

Zadanie 5

Podaj wzér ogdlny ciggu geometrycznego, jezeli
jego drugi wyraz ma wartos¢ 6, a szésty ma
wartos$¢ 96.

9=aqa, x(—3)*1

9 =q, *(-3)3
- _1
ap = —3
an = —% * (_3)71—1
@y = —5%(=3)7"1 = —2x 729 = —243
Zadanie 4
as = -8
Ay = —4

q=—4:(-8) =7

1
Apy1 = Ap *E

Zadanie 5

az = 6

a6 = 96

a, =a; *q" !

6=a;*q*" - 6=a,*q
9% =a,;*q5 1 » 96=a, xq°

{96=a1*q5
6=a;*q
%_al*qS

6 ai*q
q* =16
G1=-2 U q=2

an =a; *q""

{6 =a; *(=2)*7!
6=a, 221




Zadanie 6

Oblicz wartos¢ 6smego wyrazu ciggu
geometrycznego, ktorego siddmy wyraz ma
wartosc¢ 9, a dziewigty ma wartos$é 1.

Zadanie 7
Oblicz sume wyrazéw ciggu geometrycznego:
-14+2—-44+--—64

[l. Nauczyciel podaje prace domowsg (zadania
ktdre nie zostaty zrobione na zajeciach).

{a1=—3
a, =3

{an = =3 (=2)""
a, =3 =21

Zadanie 6
a7 = 9
ag = 1

|an| =4 An-1* Apy1
lagl = \ a7 * Qg

lagl = V9 * 1
lag| :\/6
lagl =3

ag == _3 U a8 == 3
Zadanie 7
—-14+2—-4+--—64
a1 = _1

a, = —64
q=2:(—1)=-2

—64 = —1 % (=2)"1

64 = (—2)"!
(-2)° = (-2
6=n-1
n=6+1
n=
1— n
Sp=aq * l_qq
1-(=2)7 . 1-(-128) _
A T
=—-1%x43 =—43

Il. Uczniowie zapisujg prace domowa.

—1 %

129

3




Klasa 2

Temat: CIAG GEOMETRYCZNY — POWTORZENIE WIADOMOSCI.

Typ lekcji: ¢wiczeniowa;

Czas trwania zaje¢: 45 minut

0
@
o

OGOLNE.

e obliczanie ilorazu, kolejnych wyrazéw podanego ciggu geometrycznego;
e sprawdzanie, czy dana liczba jest wyrazem ciggu geometrycznego;
e obliczanie sumy wyrazow ciggu geometrycznego.
SZCZEGOLOWE. Uczen:
e oblicza iloraz oraz kolejne wyrazy ciggu geometrycznego;
e zapisuje dowolne wyrazy ciggu geometrycznego, gdy dany jest iloraz i dowolny
wyraz tego ciggu badz tylko dwa dowolne wyrazy;
e sprawdza, czy dana liczba jest wyrazem ciggu geometrycznego;
e oblicza sume kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego.
WYCHOWAWCZE.

e rozwijanie umiejetnosci poprawnego formutowanie mysli.

Metody pracy:

e podajaca;
e aktywizujgca.

Formy pracy:

e praca z cafg klasg
e indywidualna praca ucznidw.

Srodki dydaktyczne:

e Podrecznik do klasy Il liceum: ,,Matematyka. Pozna¢, zrozumie¢”, wyd. WSiP.
e Karta pracy, przygotowana przez prowadzacego lekcje.



Scenariusz lekcji

Czynnosci nauczyciela Czynnosci ucznia

IV. Czesé wstepna

5. Przywitanie ucznidéw. Czynnosci
organizacyjno-porzadkowe.
Przygotowanie sie do zajec¢.

6. Podanie celu dzisiejszej lekcji:

— powtdrzenie wiadomosci
dotyczacych ciggu geometrycznego.

Sformutowanie tematu lekciji:

CIAG GEOMETRYCZNY -

POWTORZENIE WIADOMOSCI.

V. Cze$¢ wiasciwa
Ciag geometryczny — cigg liczbowy, w ktérym dowolny wyraz, z

Przypomnienie definicji ciggu wyjatkiem pierwszego, jest iloczynem wyrazu poprzedniego i ustalonej
geometrycznego oraz ilorazu ciggu. liczby, zwanej ilorazem ciggu.

W ciggu geometrycznym iloraz wyrazu nastepnego i poprzedniego
jest staty i niezerowy.

Zapisanie wzoru ogélnego:
n-1
a, =4, -q

Znajac pierwszy wyraz ciggu oraz jego iloraz
mozna obliczy¢ dowolny wyraz, korzystajgc z
powyzszego Wzoru.
Wzdr na n - ty wyraz ciggu bedzie
wykorzystywany w wielu zadaniach
dotyczacych ciggu geometrycznego.
W sytuacji, gdy nalezy wyznaczy¢ n —ty
wyraz ciggu, znany jest k — ty wyraz i iloraz q
to mozna skorzystac ze wzoru:
n—k
an = ak ) q Uczniowie aktywnie uczestniczg w lekciji.

Przypomnienie wzoru na sume n




poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego:

S — al(l_qn)
n 1_q

Bardzo wazna wtasnos¢ ciggu
geometrycznego:

2
a, =a,;-a,,

2. Rozwigzywanie zadah powtérzeniowych z
karty pracy.

Zadanie 1.

Wyznacz pierwszy wyraz ciggu
geometrycznego, wiedzac, ze:

a) g=5,a;,=125

2 32
b =—-—, = —
) a=-gieet o
¢) g=0,5as=2

2. Uczniowie rozwigzujg zadania na tablicy.

Zadanie 1.

a) g=5,a,=125
7-1
a=a-q

a; =a,-q




Zadanie 2.

Wyznacz iloraz q ciggu geometrycznego,
wiedzac, ze:

a) a;=6,as= i
1 ) d5 27
b) a;=-1,a,0=-512

¢) a;=100, a;=65,61

¢) g=0,5a3=2
ag :a1'q8_1

ag :a1'q7
2=2a,-(05)

1

“128
a, =256

a, =2

Zadanie 2.

q—l lub q——l
3 3

b) a1:'1, 310:'512




ao=a-q""
Ao :al‘qg
~512=(-1)-q°
q’ =512
g=2
¢) a;=100, a5 =65,61
A =a _q5—1
as :al'q4
65,61=100-q*
q* =0,6561=65—61
1000
A ]
10* 10* 10
9
10

q )¢

q—g lub q=
10

Zadanie 3.
_ n-1
a'n - a1 g

a) a1=9,9=2,a,=1152
1152=9 .2"*

128 = 2"
27 — 2n—l
7=n-1
n=8
8

2
b =-1I = —TZ,ad = —
e T
8 2
_:_1. i
a3~ 1)
8 2.,
343_( 7)

2.3 2\ 01
(—7) —(—7)
3=n-1
n=4
1

¢) a=-15q9=_,a,=——

54




Zadanie 3.

Wyznacz liczbe n wyrazow ciggu
geometrycznego, wiedzgac, ze:

a) a1=9,9=2,a,=1152

2 8
b =_1I =__r n=_
) a=-1q 7% 343

c) a;=-15q9=— a-—i
1 2,9 3;n 54

Lo _ Ly
(3) (3)
4=n-1
n=>5

Zadanie 4

a) 6-2v/5, 16-8V/5, 56-244/5
Mozna wykazaé na dwa sposoby, ze powyzsze liczby w podanej
kolejnosci tworzg cigg geometryczny.

) lloraz wyrazu nastepnego i poprzedniego jest staty i rézny

od zera.
16-8J5 562445
6-2J5 16-85

(16 —8/5)(16 —8+/5) = (6 — 2,/5) (56 — 24,/5)
256 —128+/5 —128/5 + 320 = 336 —144+/5 —112+/5 + 240
576 — 256+/5 = 576 — 256+/5
L=P

) Kwadrat srodkowego wyrazu ciggu geometrycznego jest
réwny iloczynowi poprzedniego wyrazu i nastepnego.

(16 —84/5)? = (6 — 24/5)(56 — 24+/5)
256 — 256+/5 + 320 = 336 —144+/5 —112+/5 + 240
576 — 2564/5 = 576 — 256+/5
L=P
b) 3+2v2,-1/2,1
-1-4J2 1
3+242  —1-+2

1)

(-1-/2)(-1-2) =3+ 242
L1+vV2+/2+2=3+2/2

P: 3+ 242
L=P

Zadanie 5




Zadanie 4.

Wykaz, ze trzy dane liczby w podane;j

kolejnosci tworzg cigg geometryczny:

a) 6-2v/5, 16-8V/5, 56-244/5
b) 3+2v/2,-1-V2,1

g =
n 1_q
n=11
a; = -
q=2
al(l_qll)
Sll_
1-q
_1. _ 11
5, =02 1 ou 1 poag— g0a7
1-2
Zadanie 6.
n
_a,(1-9")
S, =
1-q
a=4
1
an= ——
512
_1
75

Aby obliczy¢ sume wyrazéw podanego ciggu geometrycznego
najpierw nalezy wyznaczy¢ ich liczbe n:

n-1

an = al ‘ q
1 1
_:4 —\n-1
512 (2)

1 1
2048 _(2)

1 1 _ l n-1
(2) (2)
11=n-1
n=12

Nastepnie mozna juz obliczy¢ dwunastu wyrazéw ciggu:
1 12

1 512

2

SlZ

Zadanie 7.
g —iloraz ciggu
a:=4,a,=4q,a; = 4q2, a, =108




Zadanie 5.

Oblicz sume jedenastu pierwszych wyrazéw
ciggu geometrycznego, ktérego pierwszy
wyraz ma wartosc -1, iloraz wynosi 2.

Zadanie 6.

Oblicz sume wyrazéw, wiedzac, ze tworzg
one nastepujacy cigg geometryczny:

108
497

4q3 =108

q’ =27

q=3

Szukane wyrazy:

a, =12

a, =36

Zadanie 8.

Aby obliczy¢ iloraz ciggu o podanym wzorze, wystarczy obliczy¢ jego
dwa poczatkowe wyrazy a nastepnie szukany iloraz.

a,=7-3"=7-3>=7-9=63
a,=7-3"=7-3=7.27=189

_a, _189
a, 63
Zadanie 9.
a,= 64,
a, =X,
a, =4
Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego aby obliczy¢ wyraz a,
a‘r? = an—1 ’ an+l
a=a, -a,
a’ =64-4
a22 = 256 -16 1
a, =16 =7
_E—l 4 1 1
64 4 a‘4_a3'q_ '(_Z)__
_ _4.1_ 1, 1
a4_a3~q_4-z_1 a, =a,-q=-1 (_Z):Z
1 1
a.=a,-q=1.—=—
5 =, °Q 12

Zatem as=—.
4




Zadanie 10.

Z definicji ciggu arytmetycznego mamy:

X-1l=y-1-x

Zas z definicji ciggu geometrycznego mamy:
y 12

Xy

Nalezy utworzy¢ uktad réwnan a nastepnie wyznaczyé x i y.

X-1l=y-1-X
y_12
Xy
2X=1Y
, Otrzymujemy dwa rozwigzania:
y© =12x

x=0 Xx=3
oraz
y=0 y=6

Rozwigzaniem sg liczby: x = 3 i y = 6. Otrzymane ciggi majg postac:
arytmetyczny: (1, 3, 5)
geometryczny: (3, 6, 12).

Zadanie 11
a, = x — liczba ptyt stojgcych na dolnej pdtce
a, = 24 — liczba ptyt stojacych na srodkowej pétce

24
a3 = 24-— - liczba ptyt stojgcych na gérnej pdtce
X

76 — suma wszystkich ptyt

x+24+ZLgﬂ:76

X
X® +24Xx—76X+576=0

X2 —52X+576=0
A = 400
JA =20

Pomiedzy liczby 4 i 108 wstaw dwie liczby X =16
L=
X, =36

Mozliwe jest tylko jedno rozwigzanie. Poniewaz wiemy, ze cigg

Zadanie 7.

tak, aby wszystkie cztery tworzyly cigg
geometryczny.

geometryczny jest rosnacy, to na dolnej potce stoi 36 ptyt a na gérnej




Zadanie 8.

Nieskoriczony cigg geometryczny (a,) jest
okreélony wzorem: a, = 7-3™%, dla n21.
Oblicz iloraz q tego ciagu.

Zadanie 9.

Liczby 64, x, 4 s3 odpowiednio pierwszym,
drugim i trzecim wyrazem malejgcego ciggu
geometrycznego. Oblicz pigty wyraz tego
ciggu.

16.




Zadanie 10.

Cigg ( 1, x, y-1) jest arytmetyczny, natomiast
ciag (x, y, 12) jest geometryczny. Oblicz x
orazy i podaj ten ciag.




Zadanie 11.

Na trzech poétkach ustawiono 76 ptyt
kompaktowych. Okazato sie, ze liczby ptyt na
potkach gérnej, Srodkowej i dolnej tworzg
rosnacy cigg geometryczny. Na srodkowe;j
potce stojg 24 ptyty. Oblicz ile ptyt stoi na
potce dolnej.

VI. Czes¢ koncowa

2. Podsumowanie tematu dzisiejszych
zajeC.
3. Odpowiedzi na pytania uczniéw..
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