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Metody dowodzenia

twierdzeń

Przez zdanie rozumiemy dowolne stwierdzenie, które jest albo prawdziwe, albo faªszywe (nie
mo»e by¢ ono jednocze±nie prawdziwe i faªszywe). Tradycyjnie b¦dziemy u»ywali maªych liter
p, q, r, . . . jako zmiennych zdaniowych, to znaczy, zmiennych reprezentuj¡cych dowolne zdania,
oraz nast¦puj¡cych spójników mi¦dzyzdaniowych: ∧ (koniunkcja), ∨ (alternatywa), ⇒ (implika-
cja), ⇔ (równowa»no±¢), ¬ (negacja).

W pierwszym paragra�e tego rozdziaªu interesowa¢ nas b¦dzie prawdziwo±¢ zdania p ⇒ q

(je»eli p, to q). W tym przypadku mówimy, »e p jest warunkiem dostatecznym dla q lub, »e q jest
warunkiem koniecznym dla p. Stwierdzenie, »e p jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla
q jest tym samym, co stwierdzenie prawdziwo±ci równowa»no±ci p ⇔ q (p wtedy i tylko wtedy,
gdy q).

1.1. Metody dowodu implikacji
Przypomnijmy, i» implikacja p ⇒ q jest faªszywa wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik p

jest prawdziwy, a nast¦pnik q jest faªszywy; w pozostaªych trzech przypadkach implikacja jest
zdaniem prawdziwym.

Dowód wprost
Metoda dowodu wprost polega na zaªo»eniu, »e p jest prawd¡ i pokazaniu, »e wówczas q jest
prawd¡.
Przykªad 1.1. Udowodni¢ wprost, »e je»eli a jest tak¡ liczb¡ caªkowit¡, »e a − 4 jest podzielne
przez 5, to a3 + 1 jest podzielne przez 5.

Przykªad 1.2. Udowodni¢ wprost, »e je»eli x jest tak¡ liczb¡ rzeczywist¡, »e x2 − 3x − 10 = 0,
to x = −2 lub x = 5.

Dowód nie wprost

Metoda dowodu nie wprost opiera si¦ na nast¦puj¡cej tautologii rachunku zda«, zwanej prawem
kontrapozycji:

(p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p).

Zatem stosuj¡c t¦ metod¦ zakªadamy, »e q jest zdaniem faªszywym i pokazujemy, »e p jest równie»
zdaniem faªszywym.
Przykªad 1.3. Udowodni¢ nie wprost, »e je»eli iloczyn dwóch liczb caªkowitych a i b jest liczb¡
parzyst¡, to a jest liczb¡ parzyst¡ lub b jest liczb¡ parzyst¡.
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Przykªad 1.4. Udowodni¢ nie wprost, »e je»eli n jest iloczynem dwóch dodatnich liczb caªkowi-
tych a i b, to a 6

√
n lub b 6

√
n.

Dowód przez zaprzeczenie

Przypomnijmy inne znane prawo rachunku zda«

(p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q).

Stosuj¡c do jego prawej strony prawo De Morgana, otrzymujemy równowa»no±¢

(p ⇒ q) ⇔ ¬(p ∧ ¬q) ,

na której opiera si¦ metoda dowodu przez zaprzeczenie (zwanego tak»e dowodem przez sprowa-
dzenie do sprzeczno±ci). Stosuj¡c to podej±cie zakªadamy, »e p jest prawd¡ a q faªszem i pokazu-
jemy, »e prowadzi to do sprzeczno±ci, to znaczy, pokazujemy »e (p ∧ ¬q) jest faªszem.
Przykªad 1.5. Udowodni¢ przez zaprzeczenie, »e spo±ród trzynastu ludzi dwóch lub wi¦cej ma
swoje urodziny w tym samym miesi¡cu.

Przykªad 1.6. Udowodni¢ przez zaprzeczenie, »e je»eli wybrano 41 kul z szu�adki zawieraj¡cej
kule czerwone, biaªe, niebieskie, zielone i »óªte (zakªadamy, »e w ka»dym kolorze jest wi¦cej kul
ni» wybieramy), to co najmniej 12 kul jest czerwonych lub co najmniej 15 kul jest biaªych, lub
co najmniej 4 kule s¡ niebieskie, lub co najmniej 10 kul jest zielonych, lub co najmniej 4 kule s¡
»óªte. Poda¢ dowód tego faktu przez zaprzeczenie.

1.2. Zasada indukcji matematycznej
Niech p(n) b¦dzie zdaniem, które dla ka»dego naturalnego n mo»e by¢ zdaniem praw-
dziwym lub faªszywym. Aby udowodni¢, »e zdanie p(n) jest prawdziwe dla wszystkich
liczb naturalnych n, gdzie n > n0, wystarczy pokaza¢, »e

(a) zdanie p(n0) jest prawdziwe,
(b) dla ka»dego k > n0,

p(k) ⇒ p(k + 1), (1.1)
tzn. zdanie p(k + 1) jest prawdziwe je»eli tylko zdanie p(k) jest prawdziwe.

Warunek (a) nazywa si¦ warunkiem pocz¡tkowym. Zaªo»enie, »e p(k) jest prawdziwe nazywa
si¦ zaªo»eniem indukcyjnym, a p(k + 1) tez¡ indukcyjn¡, za± sama implikacja (1.1) krokiem in-
dukcyjnym.

Przykªad 1.7. Znale¹¢ i udowodni¢ wzór na sum¦ pierwszych n liczb naturalnych.

Przykªad 1.8. Znale¹¢ i udowodni¢ wzór na sum¦ sze±cianów n pierwszych liczb naturalnych,
tzn. na sum¦

13 + 23 + . . . + n3.

Przykªad 1.9. Pokaza¢, »e dla ka»dego naturalnego n, wyra»enie

6n+2 + 72n+1

jest podzielne przez 43.
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Przykªad 1.10. Pokaza¢, »e dla ka»dego naturalnego n > 4,

3n > n3.

Przykªad 1.11. Pokaza¢, »e suma n pierwszych wyrazów ci¡gu arytmetycznego o pierwszym
wyrazie a i o ró»nicy d, równa jest

1

2
n (2a + (n − 1)d) .

Zasad¦ indukcji matematycznej mo»na sformuªowa¢ na wiele równowa»nych sposobów. Poni»ej
podamy inn¡, cz¦sto wykorzystywan¡ wersj¦ tej zasady, któr¡ nast¦pnie u»yjemy w Przykªa-
dzie 1.12.

Niech p(n) b¦dzie zdaniem, które dla ka»dego naturalnego n mo»e by¢ zdaniem praw-
dziwym lub faªszywym. Aby udowodni¢, »e zdanie p(n) jest prawdziwe dla wszystkich
liczb naturalnych n, gdzie n > n0, wystarczy pokaza¢, »e

(a) zdanie p(n0) jest prawdziwe,
(b) dla ka»dego k > n0,

(p(n0) ∧ p(n0 + 1) ∧ · · · ∧ p(k)) ⇒ p(k + 1)

tzn. zdanie p(k+1) jest prawdziwe je»eli tylko wszystkie zdania p(i) s¡ prawdziwe
dla n0 6 i 6 k.

Przykªad 1.12. Pokaza¢, »e je»eli s¡ speªnione warunki a0 = 12, a1 = 29 (nazywane pocz¡tko-
wymi) oraz dla n > 2 zachodzi wzór

an = 5an−1 − 6an−2

(nazywany wzorem rekurencyjnym), to dla ka»dego naturalnego n

an = 5 · 3n + 7 · 2n .

1.3. Zasada szu�adkowa
Zasada szu�adkowa (znana te» jako zasada szu�adkowa Dirichleta) polega na prostej obserwacji,
»e je»eli rozmie±cimy n przedmiotów w m szu�adkach, gdzie n > m, to istnieje szu�adka, która
zawiera co najmniej dwa przedmioty. Ogólniej:

Je»eli rozmie±cimy n przedmiotów w m szu�adkach, przy czym n > k ·m (k ∈ N), to
w której± szu�adce znajdzie si¦ co najmniej k + 1 przedmiotów.

Przykªad 1.13. Uzasadni¢, »e w ka»dym mie±cie licz¡cym co najmniej 1,7 miliona mieszka«ców
znajdziemy co najmniej pi¦¢ osób o tej samej liczbie wªosów na gªowie, je»eli przyjmiemy, »e
ro±nie ich na ludzkiej gªowie co najwy»ej 400 000.

Przykªad 1.14. W turnieju piªkarskim, w którym docelowo ka»da dru»yna ma zagra¢ z ka»d¡
inn¡ bierze udziaª n zespoªów. Uzasadni¢, »e w dowolnym momencie trwania turnieju znajd¡ si¦
dwie dru»yny, które rozegraªy do tego momentu t¦ sam¡ liczb¦ meczów.
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Przykªad 1.15. Pokaza¢, »e je»eli w trójk¡cie równobocznym o boku dªugo±ci 4 umie±cimy 17
punktów, to znajdziemy dwa punkty, mi¦dzy którymi odlegªo±¢ nie przekracza 1.

Przykªad 1.16. Pokaza¢, »e w±ród n + 1 dowolnych liczb caªkowitych znajd¡ si¦ dwie, których
ró»nica dzieli si¦ przez n.

Przykªad 1.17. Ka»de dwa wierzchoªki sze±ciok¡ta foremnego poª¡czono odcinkiem zielonym
lub czerwonym. Wykaza¢, »e zostaª narysowany co najmniej jeden trójk¡t o bokach tego samego
koloru.

1.4. Zadania
Zadanie 1.1. Udowodni¢ wprost, »e je»eli a i b s¡ nieparzystymi liczbami caªkowitymi, to a + b

jest parzyst¡ liczb¡ caªkowit¡.
Zadanie 1.2. Udowodni¢ nie wprost, »e dla dowolnej liczby naturalnej n, je»eli n2 jest liczb¡
nieparzyst¡, to n te» jest liczb¡ nieparzyst¡.
Zadanie 1.3. Niech n b¦dzie tak¡ liczb¡ naturaln¡, »e n > 1 i n nie jest liczb¡ pierwsz¡.
Udowodni¢ przez sprowadzenie do sprzeczno±ci, »e n posiada co najmniej jeden dzielnik pierwszy
p taki, »e p ≤ √

n.
Zadanie 1.4. Udowodni¢, »e dla ka»dego naturalnego n

(a) 12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ,

(b) 13 + 33 + 53 + . . . + (2n − 1)3 = n2(2n2 − 1) ,

(c) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . . + n · (n + 1) · (n + 2) = n(n+1)(n+2)(n+3)
4 .

Zadanie 1.5. Udowodnij przez indukcj¦, »e dla ka»dego n ∈ N

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · · + n · n! = (n + 1)! − 1.

Zadanie 1.6. Udowodni¢, »e dla ka»dego caªkowitego n > 0 wyra»enie

11n+2 + 122n+1

jest podzielne przez 133.
Zadanie 1.7. Udowodni¢, »e suma n pierwszych wyrazów ci¡gu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a i o ilorazie q (q 6= 1) równa jest

a(1 − qn)

1 − q
.

Zadanie 1.8. Udowodni¢, »e je»eli a0 = 6, a1 = 11 oraz dla n > 2

an = 3an−1 − 2an−2 ,

to dla ka»dego n > 0
an = 5 · 2n + 1 .

Zadanie 1.9. Grupa 41 studentów zaliczyªa sesj¦ skªadaj¡c¡ si¦ z trzech egzaminów, w których
mo»liwymi ocenami byªy bdb, db i dst. Wykaza¢, »e co najmniej pi¦cioro studentów zaliczyªo
sesj¦ z jednakowym �zbiorem� ocen.
Zadanie 1.10. W ka»de pole szachownicy n × n wpisujemy jedn¡ z liczb: −1, 0, 1. Nast¦pnie
dodajemy do siebie liczby stoj¡ce w tym samym wierszu, w tej samej kolumnie i na tej samej
przek¡tnej. Pokaza¢, »e w±ród otrzymanych sum co najmniej dwie s¡ równe.
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Zadanie 1.11. Pokaza¢, »e dla dowolnych n+1 ró»nych dodatnich liczb caªkowitych mniejszych
b¡d¹ równych 2n istniej¡ dwie, które sumuj¡ si¦ do 2n + 1.

Zadanie 1.12. Pokaza¢, »e dla dowolnych n+1 ró»nych dodatnich liczb caªkowitych mniejszych
b¡d¹ równych 2n istniej¡ dwie, które s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Zadanie 1.13. Pokaza¢, »e dla dowolnych n dodatnich liczb caªkowitych istnieje podzbiór, któ-
rego suma liczb jest podzielna przez n.

Zadanie 1.14. Niech A b¦dzie dwudziestoelementowym podzbiorem zbioru {1, 4, 7, 10, 13, . . .,
100}. Udowodnij, »e A zawiera dwie ró»ne liczby, których suma jest równa 104.

Zadanie 1.15. Niech dla ustalonego n naturalnego A b¦dzie podzbiorem mocy n + 1 zbioru
[2n]. Udowodni¢, »e A zawiera dwie ró»ne liczby a i b, takie »e a jest dzielnikiem b.


