Metody dowodzenia
twierdzen

Przez zdanie rozumiemy dowolne stwierdzenie, ktére jest albo prawdziwe, albo falszywe (nie
moze byé ono jednoczesnie prawdziwe i falszywe). Tradycyjnie bedziemy uzywali matych liter
P,q,7, ... jako zmiennych zdaniowych, to znaczy, zmiennych reprezentujacych dowolne zdania,
oraz nastepujacych spéjnikow miedzyzdaniowych: A (koniunkcja), V (alternatywa), = (implika-
cja), & (rownowaznosc), — (negacja).

W pierwszym paragrafie tego rozdzialu interesowa¢ nas bedzie prawdziwosé zdania p = ¢
(jezeli p, to q). W tym przypadku moéwimy, ze p jest warunkiem dostatecznym dla g lub, ze q jest
warunkiem koniecznym dla p. Stwierdzenie, ze p jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla
g jest tym samym, co stwierdzenie prawdziwosci rownowaznosci p < ¢ (p wtedy i tylko wtedy,

gdy q).

1.1. Metody dowodu implikacji

Przypomnijmy, iz implikacja p = q jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik p
jest prawdziwy, a nastepnik ¢ jest falszywy; w pozostatych trzech przypadkach implikacja jest
zdaniem prawdziwym.

Dowo6d wprost

Metoda dowodu wprost polega na zalozeniu, ze p jest prawda i pokazaniu, ze wowczas q jest
prawda.

Przyklad 1.1. Udowodni¢ wprost, ze jezeli a jest takq liczbg catkowitq, ze a — 4 jest podzielne
przez 5, to a® + 1 jest podzielne przez 5.

Przyktad 1.2. Udowodnic¢ wprost, ze jeieli x jest takq liczbg rzeczywistq, ze v — 3z — 10 = 0,
tox =—-2lubx=5.

Dowdd nie wprost

Metoda dowodu nie wprost opiera sie na nastepujacej tautologii rachunku zdan, zwanej prawem
kontrapozycji:

(p=q) & (g = —p).
Zatem stosujac te metode zakltadamy, ze ¢ jest zdaniem falszywym i pokazujemy, ze p jest rowniez
zdaniem falszywym.

Przyklad 1.3. Udowodni¢ nie wprost, ze jezeli iloczyn dwoch liczb catkowitych a i b jest liczbg
parzystq, to a jest liczbg parzystq lub b jest liczbg parzystq.
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Przyklad 1.4. Udowodni¢ nie wprost, ze jezeli n jest iloczynem dwdch dodatnich liczb catkowi-
tych a i b, to a < /n lub b < \/n.

Dowé6d przez zaprzeczenie

Przypomnijmy inne znane prawo rachunku zdan

(p=4q) & (pVa).

Stosujac do jego prawej strony prawo De Morgana, otrzymujemy réwnowaznosé

(p=q) & ~(pA—q),

na ktérej opiera sie¢ metoda dowodu przez zaprzeczenie (zwanego takze dowodem przez sprowa-
dzenie do sprzecznosci). Stosujac to podejscie zakladamy, ze p jest prawda a g falszem i pokazu-
jemy, ze prowadzi to do sprzecznosci, to znaczy, pokazujemy ze (p A —q) jest falszem.
Przyklad 1.5. Udowodnic¢ przez zaprzeczenie, ze sposrod trzynastu ludzi dwdch lub wiecej ma
swoje urodziny w tym samym miesiqgcu.

Przyklad 1.6. Udowodnié przez zaprzeczenie, ze jezeli wybrano 41 kul z szufladki zawierajgcej
kule czerwone, biale, niebieskie, zielone i Zdtte (zakladamy, zZe w kazdym kolorze jest wiecej kul
niz wybieramy), to co najmniej 12 kul jest czerwonych lub co najmniej 15 kul jest biatych, lub
co nagmniej 4 kule sq niebieskie, lub co nagmniej 10 kul jest zielonych, lub co najmniej 4 kule sq
Zotte. Podaé dowdd tego faktu przez zaprzeczenie.

1.2. Zasada indukcji matematycznej

Niech p(n) bedzie zdaniem, ktdre dla kazdego naturalnego n moze byé zdaniem praw-
dziwym lub falszywym. Aby udowodnié, ze zdanie p(n) jest prawdziwe dla wszystkich
liczb naturalnych n, gdzie n = ng, wystarczy pokazaé, ze

(a) zdanie p(ng) jest prawdziwe,
(b) dla kazdego k > ny,
p(k) = p(k +1), (1.1)

tzn. zdanie p(k + 1) jest prawdziwe jezeli tylko zdanie p(k) jest prawdziwe.
Warunek (a) nazywa sie warunkiem poczgtkowym. Zatozenie, ze p(k) jest prawdziwe nazywa

sie zatozeniem indukcyjnym, a p(k + 1) tezq indukcyjng, zas sama implikacja (1.1) krokiem in-
dukcyjnym.

Przyklad 1.7. Znalezé i udowodnié wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych.

Przyklad 1.8. Znalezé i udowodnié wzor na sume szesciandw n pierwszych liczb naturalnych,
tzn. na sume

1¥+23 4+ ... +nd

Przykltad 1.9. Pokazaé, ze dla kazdego naturalnego n, wyrazenie

6n+2 + 727’L+ 1

jest podzielne przez 43.
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Przyklad 1.10. Pokazaé, zZe dla kazdego naturalnego n > 4,

3" > nd.

Przyklad 1.11. Pokazaé, Ze suma n pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego o pierwszym
wyrazie a i 0 réznicy d, rowna jest

%n (2a+ (n—1)d).

Zasade indukcji matematycznej mozna sformutowaé na wiele réwnowaznych sposobéw. Ponizej
podamy inna, czesto wykorzystywana wersje tej zasady, ktora nastepnie uzyjemy w Przykta-
dzie 1.12.

Niech p(n) bedzie zdaniem, ktdre dla kazdego naturalnego n moze byé zdaniem praw-
dziwym lub falszywym. Aby udowodnié, ze zdanie p(n) jest prawdziwe dla wszystkich
liczb naturalnych n, gdzie n > ng, wystarczy pokazaé, ze

(a) zdanie p(ng) jest prawdziwe,
(b) dla kazdego k > ny,
(p(no) Ap(no +1) A--- Ap(k)) = p(k +1)

tzn. zdanie p(k+1) jest prawdziwe jezeli tylko wszystkie zdania p(i) sq prawdziwe
dla no S 7 S k.

Przyklad 1.12. Pokazaé, ze jezeli sq spetnione warunki ag = 12,a1 = 29 (nazywane poczgtko-
wymi) oraz dla n = 2 zachodzi wzor

Op = dGp—1 — 6an—2
(nazywany wzorem rekurencyjnym), to dla kazdego naturalnego n

ap=5-3"+7-2".

1.3. Zasada szufladkowa

Zasada szufladkowa (znana tez jako zasada szufladkowa Dirichleta) polega na prostej obserwacji,
ze jezeli rozmie$cimy n przedmiotéw w m szufladkach, gdzie n > m, to istnieje szufladka, ktéra
zawiera co najmniej dwa przedmioty. Ogoélniej:

Jezeli rozmiescimy n przedmiotéw w m szufladkach, przy czymn > k-m (k € N), to
w ktorejs szufladce znajdzie sie co nagmniej k + 1 przedmiotdw.

Przyklad 1.13. Uzasadnié, ze w kazdym mieScie liczgcym co nagmniej 1,7 miliona mieszkancow
znajdziemy co najmniej pie¢ 0s6b o tej samej liczbie wtoséw na glowie, jezeli przyjmiemy, Ze
rosnie ich na ludzkiej gtowie co najwyzej 400 000.

Przyklad 1.14. W turnieju pitkarskim, w ktorym docelowo kazda druzyna ma zagraé z kazdg
mng bierze udziat n zespotow. Uzasadnié, ze w dowolnym momencie trwania turnieju znajdg sie
dwie druzyny, ktore rozegraty do tego momentu te samg liczbe meczow.
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Przyklad 1.15. Pokazaé, Ze jezeli w trojkgcie rownobocznym o boku diugosci 4 umieScimy 17
punktow, to znajdziemy dwa punkty, miedzy ktorymi odlegtosé nie przekracza 1.

Przyklad 1.16. Pokazaé, ze wsréd n + 1 dowolnych liczb catkowitych znajdg sie dwie, ktorych
roznica dzieli sie przez n.

Przyktad 1.17. Kazde dwa wierzchotki szesciokgta foremnego potgczono odcinkiem zielonym
lub czerwonym. Wykazaé, ze zostal narysowany co najmniej jeden trojkgt o bokach tego samego
koloru.

1.4. Zadania

Zadanie 1.1. Udowodnié¢ wprost, ze jezeli a i b sa nieparzystymi liczbami catkowitymi, to a +b
jest parzysta liczba catkowita.

Zadanie 1.2. Udowodni¢ nie wprost, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, jezeli n? jest liczba
nieparzysta, to n tez jest liczba nieparzysta.

Zadanie 1.3. Niech n bedzie taka liczbg naturalng, ze n > 1 i n nie jest liczbg pierwsza.
Udowodni¢ przez sprowadzenie do sprzecznodci, ze n posiada co najmniej jeden dzielnik pierwszy

p taki, ze p < y/n.
Zadanie 1.4. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego n

(a) 12422 3% 4. 4 p? = 2lodlCntl)

(b) B+33+53+...+(2n—1)3=n2(2n%-1),

(€) 1-2:342-3-4d+4...4n-(n+1)-(n+2) = 2ntDeED0E)
Zadanie 1.5. Udowodnij przez indukcje, ze dla kazdego n € N

-1 4+2-2143-31+---+n-nl=(n+1)! -1

Zadanie 1.6. Udowodni¢, ze dla kazdego catkowitego n > 0 wyrazenie

1 1n+2 + 1221’L+1

jest podzielne przez 133.

Zadanie 1.7. Udowodni¢, ze suma n pierwszych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a i o ilorazie ¢ (¢ # 1) réwna jest
a(l—q")
1—q
Zadanie 1.8. Udowodnié, ze jezeli ag = 6,a; = 11 oraz dla n > 2
ap, = 301 — 2ap—2,
to dla kazdegon = 0
anp=5-2"+1.

Zadanie 1.9. Grupa 41 studentoéw zaliczyta sesje sktadajaca sie z trzech egzaminéw, w ktoérych
mozliwymi ocenami byty bdb, db i dst. Wykaza¢, ze co najmniej piecioro studentéw zaliczylo
sesje z jednakowym ,zbiorem” ocen.

Zadanie 1.10. W kazde pole szachownicy n X n wpisujemy jedna z liczb: —1,0, 1. Nastepnie
dodajemy do siebie liczby stojace w tym samym wierszu, w tej samej kolumnie i na tej samej
przekatnej. Pokaza¢, ze wsréd otrzymanych sum co najmniej dwie sg réwne.
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Zadanie 1.11. Pokazac, ze dla dowolnych n+ 1 réznych dodatnich liczb catkowitych mniejszych
badz réwnych 2n istnieja dwie, ktore sumuja sie do 2n + 1.

Zadanie 1.12. Pokazac, ze dla dowolnych n + 1 réznych dodatnich liczb catkowitych mniejszych
badz réwnych 2n istnieja dwie, ktore sg wzglednie pierwsze.

Zadanie 1.13. Pokazaé, ze dla dowolnych n dodatnich liczb catkowitych istnieje podzbior, kto-
rego suma liczb jest podzielna przez n.

Zadanie 1.14. Niech A bedzie dwudziestoelementowym podzbiorem zbioru {1,4,7,10,13,...,
100}. Udowodnij, ze A zawiera dwie rozne liczby, ktorych suma jest réowna 104.

Zadanie 1.15. Niech dla ustalonego n naturalnego A bedzie podzbiorem mocy n + 1 zbioru
[2n]. Udowodni¢, ze A zawiera dwie rozne liczby a i b, takie ze a jest dzielnikiem b.



