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EDMUND STUCKI
HEURYSTYCZNA METODA G. POLYA W POCZATKOWYM

NAUCZANIU MATEMATYKI

1. Wprowadzenie

Jedng w wlasciwosci psychicznych czlowieka jest dgzenie do rozwigzywania
zadan. Juz u dzieci w mlodszym wieku szkolnym wzrasta réwniez stopniowo
zdolnosé do rozwiazywania zadah. Nowoczesna heurystyka, zdaniem G. Polya,
bada procesy i operacje myslowe najczeSciej uzyteczne w rozwigzywaniu tych
zadah. Uwaza on bowiem, ze “rozwiazywaé zadanie to poszukiwacé drogi pokona-
nia trudnoéci, drogi pozwalajacej na ominigcie przeszkéd, na osiagniecie celu,

ktérego nie sposob osiggnac od razu i wprost”.!

W zwiazku z tym naleZy uczniéw nauczyé mysleé przez pobudzenie ich do
myslenia, wyrabianie u nich pozytecznych nawykéw, ksztaltowanie i modelowanie
ich umysléw. Tak rozwijane myslenie bedzie na pewno celowe i twércze, moze by¢
tez utozsamiane z umiejetnoscia rozwiazywania zadan.

Aktywne uczenie sie, polegajace na tym, ze uczniowie “odkrywajg sami tak
duzo, jak to jest mozliwe w danych warunkach”?, to - zdaniem G. Polya-gléwna
zasada nauczania matematyki. Aktywnos¢ ta, jak twierdzi F. Urbanczyk®, polega
na wykonywaniu szeregu operacji myslowych (poréwnywania, analizy i syntezy,
abstrahowania i uogélniania, rozumowania indukcyjnego i dedukacyjnego), w

trakcie ktérych ujawnia sie pomystowosé i inicjatywa ucznia. Jej rezultatem jest:
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formulowanie definicji nowych pojeé, stawianie probleméw i ukladanie zadan,
rozwigzywanie zagadnien (probleméw) i zadan, szukanie koncepeji i ukladanie
planéw rozwigzania zadania, badanie, czy nie mozna inaczej rozwiazac zagadnie-
nia czy zadania itp.4

Z kolei Z. Krygowskaﬁ uwaza, ze aktywno$é matematyczna to przede wszy-
stkim rozwigzywanie probleméw. Sprzyja temu rozwigzywanie zadan tekstowych
typu problemowego, w ktérych précz rozwiazania wystepowaé moze: a) formulo-
wanie brakujacego pytania, b) rysunek-schemat do zadania (matematyczny zapis
tresei zadania), ¢) ujecie rozwiazania we wzorze w jednym zapisie, d) szacowanie
wynikéw, e) ukladanie tresci do wzoru lub innej tresci do zadania rozwiazanego
itp.

Zadania tekstowe sa ponadto w nauczaniu poczatkowym nosnikami tresei
ksztalcenia matematycznego. Ich ukladanie, rozwigzywanie i przeksztalcanie

przyczynia sig stopniowo do poznawania istoty matematyki.
2. Dyrektywy metody G. Polya i etapy rozwiazywania zadan

A. Géralski uwaza, ze “podstawowa dyrektywa metody G. Polya jest bardzo
lapidarna-brzmi bowiem: odgadywac i sprawdzar‘:".'; Stad moze by¢ stosowana w
rozwiazywaniu zadan dowolnego rodzaju i dowolnego stopnia trudnoseci.

G. Polya, okreslajac swoja metode i formulujac do niej dyrektywy, mial na
mysli dwa rodzaje zadan: zadania typu “znalezc” i typu “udowodni¢”. Poniewaz
w klasach nizszych mamy do czynienia gléwnie z pierwszym typem zadan (szu-
kanie niewiadomej), dlatego tez omawia¢ bede te dyrektywy metody G. Polya,
ktére odnosza sie do zadan typu “znalezé”. Wykorzystanie w klasach nizszych
metody G. Polya jest mozliwe gléwnie ze wzglgdu na jej ogolnosc, co pozwala na
uwzglednianie praw rozwoju psychicznego dzieci, ich myslenia i innych procesow
poznawczych.

G. Polya w swej metodzie rozwigzywania zadan wyréznia pieé¢ podstawowych
operacji, ktére sq zarazem etapami ich rozwigzywa nia. W kazdym etapie G. Polya
proponuje proste, wysoce ogélne i naturalne pytania lub sugestie, ktore sprzyjaja
myéleniu i sprawnemu pokonaniu danego stadium.

Etapy te sa nastepujace:

1. Zrozumienie zadania

Etap ten wymaga odpowiedniego doboru zadania, aby uczen mogl je zrozu-
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mieé i cheial rozwiazaé. Konieczne jest tu zwrécenie uwagi na cel. Pytamy wtedy:
Czego potrzeba? Nastepnie nalezy ustalié, ktére obiekty s w naszym posiadaniu.
Pytamy: Co jest dane? Jasno sformulowane zadanie powinno okresli¢ warunek,
jaki ma by¢ spelniony przez poszukiwany obiekt, przez niewiadoma. W zwiazku
z czym pytamy: Jaki jest warunek? Czy mozna wydzieli¢ czesé warunku? Zréb
rysunek. WprowadZz odpowiednie oznaczenia.'

Takie pytania i polecenia pomagaja uczniom pozna¢ dokladniej zadanie. Stad
w nauczaniu poczatkowym matematyki mocno podkresla si¢ znaczenie tego etapu.
Zofia Cﬁ),rdzik8 uwaza, Ze zanim zaczniemy zastanawiaé sie, jak rozwiazac zadanie,
musimy najpierw ustalié¢, co mamy rozwiazaé, czyli dostrzec problem matematy-
czny w zadaniu. Dlatego uczeh musi zrozumieé dokladnie tres¢ zadania, co pozwoli
mu wyobrazié sobie sytuacje przedstawiona w zadaniu. Poza tym powinien umieé
wyréznié warunki matematyczne: wielkosci podane w zadaniu, wielkosé poszuki-

wana i uchwycié stosunki miedzy tymi wielkosciami.
2. Ukladanie planu rozwigzania

Droga prowadzaca od zrozumienia do ulozenia planu rozwiazania polega na
wylonieniu odpowiedniego pomystu i sprawdzeniu czy rozwiazanie jest osiagalne.
W tym celu nauczyciel moze pomée uczniom, uczac ich formutowania odpowied-
nich pytan pomocniczych i polecen.

Wychodzae dla przykladu od niewiadomej mozna pyta¢é: Co jest niewiadoma?
Jak mozna znalezé rozwiazanie? W jaki sposéb? Natomiast wychodzac od danych
pytamy: Co jest dane? Do czego dane te moga by¢ uzyteczne? Dokad mozna dojs¢,
wychodzac od tych danych?

Jezeli pytania sa niewystarczajace, mozna siegnac¢ do pytan pomocniczych:
Jakiego rodzaju jest to zadanie? Czy wiaze sigono w jakims znanym juz zadaniem?
A moze jest pokrewne jakiemus zadaniu?

Konczac planowanie rozwiazania, G. Polyag zaleca upewnié sie czy nie
odeszlismy od zadania. Pytamy wtedy: Czy wykorzystano caly warunek? Czy
wzieto pod uwage 1 wykorzystano wszystkie dane?

Poprawnie ulozony plan rozwiazania w duzej mierze warunkuje prawidlowe
wykonanie planu. G. Polya sugeruje rozpoczynaé rozwiazywanie zadania wycho-
dzac od niewiadomej lub od danych, ezyli rozwiazywania metoda analityczna lub
syntetyczng. Metoda analityczna jest bardziej ksztalcaca, ale na poczatku trud-
niejsza, natomiast syntetyczna nie zawsze sprzyja rozwijaniu logicznego myslenia

uczniéw i samodzielnego rozwiazywania zadan.
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Najwlasciwsza jednak metods dla ksztalcenia logicznego myslenia uczniéw
i usamodzielniania ich w rozwigzywaniu zadan tekstowych jest metoda anality-
czno-syntetyczna (L. Jelehska, J. Hawlicki, Z. Cydzik, J. Kujawinski, M. Potem-
kowska, E. Stucki i inni). Poza tym duzg role na etapie ukladania planu odgrywaja
rysunki schematyczne. Ilustruja one przede wszystkim przebieg rozumowania w

trakcie rozbioru zadania.®

3. Wykonanie planu

Etap wykonania musi byé oddzielony od etapu ukladania planu tylko wtedy,
gdy nie sg juz potrzebne nowe pomysly i gdy jest dobrze okreslony plan rozwia-
zania (program rozwigzania). Wykonujac plan rozwiazujacy musi sprawdza¢
poprawno$¢ kazdego kroku i musi pamietaé, ze “czgs¢ sugeruje calosé”. M Ustale-
nie zwiazkéw i zaleznoéci migdzy danymi oraz wyznaczenie kolejnych dzialan jest
ostatnim ogniwem w lancuchu czynnosci ucznia, co znajduje odbicie w zapisie w

postaci formuly arytmetycznej lub algebraiczne;.
4. Sprawdzanie wyniku

Sprawdzanie wyniku jest zawsze pozgdane, a nawet konieczne. Nalezy wtedy
zapytaé: Jak mozna sprawdzi¢ wynik? Jak mozna sprawdzi¢ uzasadnienie rozwia-
zania? Czy mozna otrzymaé wynik w inny sposéb? Sprawdzanie wyniku zmusza
ucznia do wykonywania operacji odwrotnych tak bardzo potrzeb nych w rozwijaniu

my$lenia.
5. Refleksja nad rozwiazaniem

Samodzielne rozwiazanie zadania jest zawsze odkryciem. Jezeli zadanie nie
byto trudne “odkrycie nie jest wielkie, jednak jest odkryciem”m, a to zobowiazuje
do refleksji nad procesem rozwigzywania i nad wykorzystaniem uzyskanego
wyniku i zastosowanej met.ocly.13

Pytania i sugestie, ktére stawia sobie rozwigzujacy na kolejnych etapach
pracy nad zadaniem stanowig bardzo istotny element metody G. Polya. Sam
twérca metody przypisuje im wazng role.

Metoda G. Polya jest jednak czyms wigcej od dyrektywnego zestawu pytan i
sugestii uzytecznych w rozwigzywaniu zadan. Stad oprécz pytan i sugestii autor
podaje trzy reguly postepowania rozwiazujacego i siedem regul preferencji. Maja
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one znaczenie ogélne, bo kazda z nich formuluje oczekiwane i stale cechy rozwia-

zujacego albo wskazuje obowiazujace w trakcie calego procesu rozwiazania zasady

wyboru. ;

Oto reguly postepowania (czyli dyrektywy), okreslajace pozadane wlasnosci

postepowania, pozadane postawy oraz oczekiwane sposoby myslenia i dzialania

rozwiazujacego. Sg nimi:

1.

Racjonalnosé, polegajaca na tym, jak méwi G. Polya, ze nie nalezy sprzeciwiac
sie nigdy swemu wyczuciu, ale stara¢ sig¢ dostrzec argumenty za 1 przeciw

naszym planom.

. Oszczednosé, lecz bez z gory zalozonych ograniczen. Nalezy trzymac¢ sig tak

blisko zadania, jak tylko to jest mozliwe, ale i by¢é gotowym na odejscie od niego
na tyle daleko, na ile wymagaé tego beda od ucznia okolicznoéci.

. Wytrwaloéé, lecz i réznorodnosé. Nalezy trwaé przy rozpatrywane] czescel

zadania tak dhugo, jak jest nadzieja na jakis dobry pomysl. Przy czym nalezy
stale rozwazaé nieobjete jeszcze obszary i uzyskac z tego pewne uzyteczne
my3sli.t

Pozostale dyrektywy maja postaé siedmiu regul preferencji. Pierwsze trzy

reguly formutuja ogdlne zasady wyboru.

1.
2.
3.

Latwiejsze ma pierwszehstwo przed trudniejszym.
To co lepiej znane ma pierwszenstwo przed tym co jest znane gorzej.
Obiekt majacy wiecej punktéw wspdlnych z zadaniem ma pierwszenstwo

przed obiektem majacym mniej takich punktow.

. Czwarta dyrektywa méwi o zawartosci rzeczowej zadania i brzmi: calos¢é ma

pierwszehstwo przed czeSciami, gléwne czesci przed pozostalymi, blizsze
przed bardziej oddalonymi. 5
Kolejne reguly dotycza uzytkowania wiedzy i doswiadczenia.

. Zadania rozwiazane wcze$nie] i zawierajace ten sam rodza) niewiadomej maja

pierwszefistwo przed innymi rozwigzanymi wezesniej zadaniami.

. Udowodnione wczeéniej twierdzenie, zawierajace ten sam zwiazek co twier-

dzenie, ktére staramy sie udowodnié, ma pierwszenstwo przed innymi udowo-

dnionymi wezesniej twierdzeniami.

. Ostatnia regula dotyczy zadan pomocniczych. Zadania podobne do zadania

rozpatrywanego, maja pierwszenstwo przed zadaniami, ktére maja by¢ spro-
wadzone do niego lub obejmuja go, a te ostatnie majg pierwszenstwo przed

wszystkimi pozostalymi zadaniami.'®
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3. Seminarium rozwiazywania zadan

Seminarium rozwigzywania zadan to drugie zagadnienie metody G. Polya a
dotyczace uczenia si¢ i nauczania rozwigzywania zadan.

Podstawowym celem nauczania matematyki, wedlug G. Polya, jest nauczenie
my$slenia. Seminarium rozwiazywania zadan proponowane przez niego jest wias-
nie propozycjg nauczania mySlenia. Seminarium podporzgdkowane jest zasadom
uczenia sig, ktére rownoczeSnie moga by¢ zasadami nauczania. Autor zalicza do
nich:

1. Aktywne uczenie sie. Uczenie bedzie efektywne wtedy, gdy uczacy sie
odkryje sam taks czes¢ przyswajanego materialu, na jaka pozwalaja mu okolicz-
nosci.

2. Najwlasciwsza motywacja. Uczenie sig bedzie efektywne wtedy, gdy uczen
bedzie zainteresowany przyswajanym materialem i znajdowaé bedzie zadowole-
nie ze swej aktywnosci.

3. Nastepstwo faz. Autor podkresla, ze uczenie sie bedzie efektywne wtedy,
gdy faza badania poprzedzaé bedzie faze werbalizacji i formowania pojeé oraz
ewentualnie, wigczenie przyswojonego materiatu do systemu wiedzy, okreslajacej
postawe myslowa, ucznia.’

G. Polya wyréznia dwie fazy seminarium: wstepng i podstawowa. W fazie
wstepnej prowadzacy seminarium omawia i rozwigzuje zadania typowe na zaje-
ciach audytoryjnych. Stara sie¢ doprowadzi¢ do rozpoznania i sformulowania
sprawnych metod rozwigzywania zadan. JednoczeSnie uczestnicy seminarium
otrzymujg zadania do samodzielnego rozwigzania w domu. Stwarza to sposobnosé
do przypomnienia, pelnego zrozumienia i poglebienia znajomosci metod rozwia-
zywania oméwionych na lekeji. Po rozwiazaniu prezentujg to ogélowi.

W fazie podstawowej seminarium obowigzuje zasada pracy grupowej. Faza
ta realizowana jest w trzech etapach:

a) w pierwszym etapie kazdy uczestnik otrzymuje do samodzielnego rozwia-
zania jedno zadanie rézne od innych i moze liczy¢ na pomoc nauczyciela,

b) w drugim etapie kazdy uczestnik sprawdza, uzupelnia, przeglada, wzgled-
nie upraszcza swe rozwigzanie, szuka innego rozwigzania i wybiera sposéb do
zaprezentowania przed grupa,

¢) w trzecim etapie zajecia odbywaja sie w grupach (przecigtnie czteroosobo-
wych), ktérych skiad okreslajg sami uczestnicy. Jeden z czlonkéw bierze na siebie
role nauczyciela, prezentuje zadanie pozostalym, pobudza ich do aktywnosci i
pomaga w poszukiwaniu rozwigzania. Po znalezieniu rozwigzania nastepuje
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przedstawianie rozwigzania przez kazdego czlonka grupy i krytyczna ocena.
Ciekawe zadania i rozwigzania mogg byé przedstawione calej klasie.

Dalsza praca w czasie seminarium przewiduje czesciows wymiang grup i
podjecie dalszych zagadnien.

Powodzenie kazdej formy nauczania (podobnie seminarium) zalezne jest w
znacznym stopniu (a niekiedy decydujacym) od postawy nauczyciela. Dlatego
G. Polya dla tych, ktérzy cheg sie podjaé trudu prowadzenia seminarium rozwia-
zywania zadan, formuluje dziesigé “przykazan” dla nauczycieli. Oto one:

1) “badzcie zainteresowani swym przedmiotem,

2) znajcie swdj przedmiot,

3) powinniscie wiedzieé, ze najlepszy sposéb na nauczenie sie czegokolwiek,
to odkrycie tego samemu,

4) starajcie sie czytaé w twarzach uczniéw, dostrzegaé ich oczekiwania i
trudnosci, umieé postawié sie na ich miejscu,

5) przekazujcie uczacym sig nie tylko wiadomosci, lecz réwniez umiejgtnosei,
postawy myélowe, nawyk pracy metodycznej,

6) niechaj ucza sie odgadywac,

7) niechaj uczg sie udowadniad,

8) sprzyjajcie dostrzeganiu tych cech zadania, ktére moga by¢ uzyteczne przy
rozwigzywaniu innych zadan,

9) nie ujawniajcie od razu calego sekretu - niechaj znajda sami tyle, ile jest

to mozliwe,
10) sugerujcie, nie narzucajac swego zdania”.!®

4. Préby wdrazania heurystycznej metody G. Polya

Dyrektywy heurystycznej metody G. Polya wprowadzilem eksperymentalnie
do rozwigzywania zadah testowych w klasach pierwszych. Badalem wplyw tych
dyrektyw na rozwéj myslenia, prawidlowa technike uczenia sig i samodzielnego
rozwiazywania zadan tekstowych oraz wzrost wynikéw nauczania i zaintereso-
wan uczniéw matematyka,.

Uczniowie klas pierwszych (eksperymentalnych) rozwiazywali dwa razy w
tygodniu zadania tekstowe metoda G. Polya a raz na dwa tygodnie stosowano
seminarium rozwigzywania zadan.

Postepowanie dydaktyczne mialo w réznych sytuacjach nieco odmienny
przebieg. Podam cztery charakterystyczne sposoby postgpowania.
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A. W przypadku zawigzywania zadan
Tematem lekeji bylo (na przyklad) ukladanie zadan tekstowych do sytuacji

przedstawionej na konkretach. Jej etapy byly nastepujace:
1) Analiza sytuacji przedstawionej na tablicy magnetycznej (flanelowej,

ilustracji, rysunku schematycznym, na tawce itp.) Na przykiad:

TT P P P

Dla dokonania analizy sytuacji oraz wyzwolenia u uczniéw aktywnosci
magnetycznej odpowiadali oni na pytania: Ile jest borowikéw? Ile jest kurek?
Czego jest wiecej? O ile?

2) Wspélne ustalenie pytania (problemu, niewiadomej). Uczniowie podaja
wszystkie mozliwoéci sformulowania pytan (Ile jest razem? O ile jest mniej
borowikéw? O ile wiecej jest kurek?) Pytania uczniowie nie formulowali jeszcze
doslownie, ustalili jedynie, iz owo pytanie odnosi¢ si¢ bedzie do sumy grzybéw
(uzupelniajac sytuacje przedstawiona na tablicy magnetycznej w postaci zbiorow,
przydatng w dalszych etapach pracy).

3) Ukladanie tresci zadania do przedstawionej sytuacji (zbiorowe, zespolowe
lub samodzielne). Podczas podawania przez uczniow propozycji zwracano szcze-
gélng uwage na wiasciwe zwiazki miedzy danymi i poprawne formulowanie
pytania.

4) Wybér najciekawszej i zarazem najlepiej ulozonej tresci zadania oraz zapis

pytania na tablicy (Ile grzybow zebrali razem?)
5) Rozwiazanie zadania (ulozenie formuly i wykonanie planu rozwigzania

zadania, 2+3=5).
6) Sprawdzenie rozwiazania zadania z sytuacja przedstawiona na tablicy

magnetycznej.
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7) Sformulowanie odpowiedzi i jej zapis.

Cztery pierwsze etapy realizowaly - zrozumienie zadania - w my3l metody
G. Polya. Poniewaz etap ten ma decydujace znaczenie w powodzeniu rozwigzania
zadania, dlatego w klasie I nalezy stosowac tak wiele zabiegéw dydaktycznych.

Dalsze ogniwa lekcji podporzadkowane byly pozostalym etapom G. Polya.

B. W przypadku rozwigzywania prostych zadan tekstowych.

Heurystyczng metode G. Polya ukaze na przykladzie nastepujacego zadania:
Asia kupita jedenascie pomidoréw. Rodzina zjadla pie¢ pomidoréw. Ile pomidoréw
zostalo?

Po zapoznaniu uczniéw z treécia zadania przystepowano do jego rozwiazania
zgodnie z etapami G. Polya.

1) Zrozumienie zadania (wyodrebnienie danych i niewiadomej, wyekspono-
wanie glownego pytania, przedstawienie sytuacji na konkretach lub rysunku
schematycznym). W etapie tym uczniowie musieli wykazaé sie znajomoscia tresci
zadania w taki sposéb, aby poprawnie wyodrebnié dane i niewiadoma oraz by
wiasciwie uchwyci¢ zwigzki miedzy nimi. W tym celu dobierano odpowiednie
pytania, ktére mialy wplywa¢ na rozwoj myslenia. Na przyklad: Co mamy obli-
czyé? Czego nie wiemy? - wyodrebnienie gléwnego pytania. Co jest dane? Co
wiemy? - wyodrebnienie danych.

Nastepnie uczniowie przedstawili sytuacje zawarta w zadaniu na rysunku i
wyeksponowali pytanie zapisujac na tablicy.

Razem

doodoe Gcoded

pozostato zjedzono

Ile pomidoréw zostato?

2) Ukladanie planu rozwigzania (powstanie pomysléw rozwiazania, wybér
najlepszego pomyshu i ulozenie planu rozwiazania). Wychodzac od niewiadome;j
uczniowie stawiali pytania: Czego nie wiem? Muszg obliczyé, ile pomidoréw
zostalo. Co muszg wiedzieé, zeby znalezé niewiadoma? Ile pomidoréw kupila Asia
i ile pomidoréw zjadla rodzina? Od wszystkich pomidoréw, ktére kupila Asia,
nalezy odjaé te pomidory, ktére zjadla rodzina.

Nastepnie uczniowie samodzielnie podawali pomysly rozwiazania, ktére
ilustrowaly przebieg rozumowania. Do ciekawszych nalezaly:
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a) formuta matematyezna 11-5=6

-5

¢) drzewko (organigram)

Ile pomidoréw
zostato ?

Asia pomidory
kupila zjedzone
1 5

3) Wykonanie planu rozwigzania zadania i sformulowanie slownej odpowie-
dzi. Uczniowie wybrali sposéb rozwigzania, wpisali go do zeszytu i sformulowali
odpowiedz.

4) Sprawdzenie wyniku i refleksja nad rozwigzaniem. Poréwnanie wyniku

rozwigzania i odpowiedzi z trescig zadania.
Przy zapisie rozwiazywania zadan prostych stosowano cz¢sto organigramy,

co ulatwialo rozwiazanie zadan zlozonych, gléwnie wtedy, gdy je przeksztaleano
w zloZone.

C. W przypaaku rozwigzywania zlozonych zadan problemowych

Przebieg heurystycznej metody G. Polya przedstawiam na przykladzie zada-
nia, w ktérym nalezalo uzupelni¢ pytanie (ustali¢ problem).

Rodzenstwo Tadek i Kasia zbierajg widokéwki. Tadek ma 6 widokéwek a
Kasia o 4 widokéwki wiecej.

Po zapoznaniu z treécig zadania z lukg (brak pytania) uczniowie wykonali
nastepujacy zapis graficzno-stowno-liczbowy (rysunek schematyczny, okreslenia
stowne i liczby) w celu lepszego zrozumienia sytuacji w nim przedstawionej. Dla

przykladu:

Widokowki
Tadka

Widokowki
Kasi

Maogt byé tez zapis stcwno-liczbowy: 0 4 wigeej

Tadek - 6 widokéwek
Kasia - 0 4 widokéwki wiecej niz Tadek
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Po analizie zadania i stwierdzeniu, ze dane pozwalaja na jego rozwigzanie
przystepowano do ustalenia gléwnego pytania (problemu).

Uczniowie podawali rézne pytania, na ktére mozna bylo znalezé odpowiedz
postugujae sie danymi z zadania. Formulowano najczeSciej pytania o widokéwki
Kasi i o 1aczng liczbe widokéwek. Malo bylo pytan dotyczacych poréwnan. W
rezultacie przyjeto pytanie zlozone (trudniejsze). I w tym momencie zakonczono
realizacje I etapu heurystycznej metody G. Polya (zrozumienie zadania).

W II etapie (uktadanie planu rozwigzania) kierowano do uczniéw nastepuja-
ce pytania: Czego w zadaniu nie wiemy? Co mamy obliczyé? (Ile widokéwek mieli
razem?). Co musisz wiedzieé, zeby znalezé niewiadoma? (Ile widokéwek ma Tadek,
a ile ma Kasia?) Co wiesz o widokéwkach Tadka? (ma ich 6). Co wiesz o widokéw-
kach Kasi? (ma o 4 wiecej niz Tadek lub ma tyle co Tadek i jeszcze 4 widokéwki).
Czy mozesz obliczyé widokéwki Kasi?

Po przedstawieniu przez uczniéw wilasnych pomystéw, przystepowano do
wspélnego ulozenia planu rozwigzania z wykorzystaniem organigramu (drzewka)

ilustrujacego przebieg rozumowania.

77N

f Ile

widokowek
maja razem?

Widokowlki
Tadka
6

Widokowki o4
Tadka * wigcej

Teraz uczniowie mogli ulozyé rozwigzanie w jednym zapisie wynikajace z
tego rozumowania 6 + (6+4) =

WIII etapie (wykonanie planu) uczniowie dokonali obliczef ulozonego wzoru
(lub oddzielnych dziatan 6+4=10, 6+10=16) i sformulowali odpowiedz.

W IV etapie (sprawdzanie wyniku) nastepowalto odczytanie przez uczniéw

caloéci rozwigzania z kolejng analizg etapéw na drzewku.
WV etapie (refleksja nad rozwigzaniem zadania) nastepowalo sprawdzenie,

czy mozna bylo rozwigzaé zadanie inaczej (krécej, lepiej).
Uczniowie podawali wtedy rozwigzanie za pomocg dwéch dzialan. Przedsta-

wiono takze rozwigzanie na osi liczbowej.
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Widokéowki Kasi

Widokowki Tadka— 6

—————

Razem 6+ (6+ 4) =

D. W przypadku stosowania seminarium

Seminarium rozwigzywania zadan ze wzgledéw organizacyjnych i mozliwo-
&ci umystowych dzieci bylo uzupeinieniem heurystycznej metody G. Polya. Semi-
narium odzwierciedlalo umiejetnosci samodzielnego stosowania przez uczniéow
wdrazanej metody i samodzielnego prowadzenia toku rozumowan podczas pre-
zentowania sposobu rozwigzania zadania.

Duzo uwagi poswiecano fazie wstepnej, pracujac z cala klasa, a potem coraz
czesciej w grupach uczniowskich.

Nastepnie po wspélnym rozwiazaniu zadania uczniowie otrzymywali do
domu zadania podobne, ktére trzeba bylo rozwigzaé i zastanowié sie, jak przed-
stawié to rozwiazanie klasie (etapy, pytania, zapis). Do prezentacji rozwiazan
wybierano uczniéw chetnych, a mimo to poczatkowo rozwiazywali oni szybko
zadanie, ale bez przeprowadzenia gloSnej analizy. Jest to nawet naturalne w tym
wieku i nie nalezy na sile zadaé thumaczenia. Potem bylo juz coraz lepiej, co
pozwalato przechodzié do pracy grupowej.

Praca w grupach polegala na przydzieleniu zadania grupowego do indywidu-
alnego rozwigzania w domu i potem prezentowania przed grupa w klasie. Grupa
konczyla wyborem przedstawiciela do pokazania sposobu rozwiazania calej klasie.
Prace wszystkich grup konezyl nauczyciel oceng najlepszych sposobow rozwiazan,

oceng wspolpracy w grupie i aktywnosci uczniow.
5. Wyniki wdrazania zalozen badawczych

Wyniki badah w szeSciu klasach pierwszych (trzech eksperymentalnych i
trzech kontrolnych) liczacych iacznie 222 uczniéw obejmuja badania wstepne
(styczen), etapowe (pod koniec kazdego miesiaca - marzec, kwiecien, maj) i

koncowe (czerwiec). Ilustruje je tabela 1.
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Tabela 1. Zestawienie wynikéw uzyskanych we wszystkich etapach badan.
N=222 (E-110, K-112)

Liczba punkiéw
Exigy ba- llos¢ pkt. — Od;f:‘;l:y:r;f;w Réinicak;l :skoayéé
o zaznie uzyskanych muh‘:ﬁ:i:o o -

E K E K E K E K
w 12 636 732 1320 1344 48.2 544 - 6.2
Ei 18 1376 1113 1980 2016 69.5 55.2 14.3
Ea 18 1390 1055 1980 2016 70.2 523 17.9
Es 18 1556 1131 1980 2016 78.6 56.1 225 -
K 24 2046 1495 2640 2688 71.5 556 21.9
ogéine Srednic wy- | 5004 | 5526 9900 | 10080 | 707 | 54.8 15.9
niki catych badan

Z tabeli 1 wynika, ze w badaniach wstepnych lepsze wyniki pozytywne
uzyskaly klasy kontrolne. W dalszej fazie badan pozytywne wyniki klas ekspery-
mentalnych dominujg i rosng do 78,6 % (trzeci etap badan miesiecznych) oraz
utrzymujg sie na wysokim poziomie (77,5%) w badaniach koncowych. W klasach
kontrolnych wyniki nieco tylko rosng i opadaja, ale ciagle mieszczq sie w przedzia-
le srednim w granicach 52,3% - 56,1% poprawnosci. Sredni wynik kohcowy jest
wyzszy o 15,9% na korzysé klas eksperymentalnych (70,7%), ale réznice te od
momentu zastosowania metody G. Polya sq zawsze bardziej korzystne dla klas
eksperymentalnych i mieszczq sie w granicach od 14,3%-22,5%.

Rezultaty eksperymentu mialy réwniez swoje korzystne odzwierciedlenie w
wynikach klasyfikacji uczniéw z matematyki. Jezeli na pélrocze (przed ekspery-
mentem) klasa kontrolna uzyskala srednig ocene 4,01, a eksperymentalna tylko
3,78 (0 0,23 stopnia na korzysé klas kontrolnych) to na koniec roku szkolnego klasy
eksperymentalne uzyskaly Srednig ocene 4,47, wyzsza o 0,59 od klas kontrolnych
(3,88).

Potwierdzeniem pozytywnego wplywu zastosowania metody G. Polya byt
wyrazny wzrost zainteresowan matematyka u uczniéw klas eksperymentalnych.
Jezeli w badaniach wstepnych 46,2 % uczniéw bardzo lubilo rozwiazywaé zadania
tekstowe i algorytmiczne (w kontrolnych 47,1%), to pod koniec eksperymentu byto
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takich uczniéw 71,2% (w kontrolnych spadto do 42,3%).

Szczegétowa analiza wynikéw badah w poszczegdlnych fazach wykazuje dosé
duze ich zréznicowanie w réznych zakresach.

Najwyzsze srednie wyniki uzyskaly klasy eksperymentalne (82,6%) i kon-
trolne (62,2%) w zadaniach algorytmicznych (réznica 18,4%), chociaz wyniki te
pod koniec nieco obnizyly si¢ prawdopodobnie ze wzgledu na rozszerzenie zakresu
liczbowego i coraz czestsze stosowanie tabel funkeyjnych, graféw, réwnan, osi
liczbowej itp.

Nieco nizsza érednig wynikéw osiagnely klasy eksperymentalne (75,8%) w
rozwigzywaniu zadan tekstowych, ale z duza réznicg (o 27,2 %) w stosunku do
klas kontrolnych, ktére uzyskaly zaledwie 48,6 % poprawnosci rozwiazar.

W czasie rozwiazywania zadan tekstowych uczniowie stosowali rézne sposo-

by rozwigzan. Oto prezentacja ich wynikow.

Tabela 2. Poprawne zastosowanie réznych sposobéw rozwiazan zadan

(w procentach)

R R P e
E K E K E K E K E K

w 26,2 284 41,2 43.6 - - - - 28,3 40,2

r22 rl4 ril9

E1 61.4 32,6 58,6 30,1 - - 68,2 38.6 68.4 46.3
r288 r385 r29.6 r221

Ez 63,2 28.6 743 41,2 51,2 39.7 - - 85.2 333
r34,6 r33l rll5 r51.9

Es 90,2 37,2 90.8 40.8 80,6 41,2 826 41,7 86.8 42,6
r53,0 r50,0 r3o4 r40.9 rd44.2

K 88,7 36,5 92,7 51,6 79.4 403 88.4 523 88.4 31.2
r52,2 r4l.1 r3o.1 r36.1 r572

Zastosowanie matematycznego zapisu tresci zadania tekstowego w postaci
graficznej (rysunkowej, schematycznej, slownej itp.) to umiejetnosé polaczenia
zwiazkéw i zaleznoéci tkwiacych w zadaniu w uklad pozwalajacy okresli¢ tok i
tryb rozwigzania zadania. Umiejetnoé¢ taka opanowali uczniowie klas ekspery-
mentalnych na poziomie przecietnym (26,2% - 63,2%) a potem wysokim (90,2% i
88,7%), przy tylko przecietnych (28,4% - 37,2%), ale w niskim obszarze wynikéw
w klasach kontrolnych i to stosowanych sporadycznie przez niektérych uczniéw.
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Réznice dochodza tu do 53% na korzysé klas eksperymentalnych.

Uzycie réwnania do rozwigzania zadania tekstowego swiadczy o wysokim
poziomie myslenia w kategoriach zredukowanych. Wyniki klas eksperymental-
nych mieszcza sie w drugiej fazie badan eksperymentalnych w obszarze wysokim
(74,3%), a w ostatnich dwéch etapach siegaja gérnej granicy obszaru wysokiego
(90,8% i 92,7%) i sa najwazniejsze z wszystkich osiagnigtych wynikéw. Z kolei
réznice w stosunku do klas kontrolnych, ktérych wyniki mieszcza si¢ w obszarze
przecietnym, dochodza az do 50%. Wyniki te s niewatpliwym dowodem wprowa-
dzania prawidlowych technik uczenia sig, wyplywajacych z heurystycznej metody
G. Polya, do procesu rozwigzywania zadan tekstowych.

Rozwiazywanie zadania za pomoca wzoru w jednym zapisie $wiadezy o
caloéciowym ujeciu zadania, ktére jest rezultatem analitycznego sposobu jego
rozbioru i $wiadezy o dobrym poziomie my$lenia dywergencyjnego. Roznice na
korzysé klas eksperymentalnych siggaja tu granic od 11,5% do 39,4% i sa w etapie
trzecim oraz w badaniach kofcowych w obszarze wynikéw wysokich w tych
klasach, a w klasach kontrolnych caly czas tylko mieszcza sig w obszarze przecigt-
noéci. Uwidacznia sie tu wyraznie wplyw eksperymentu.

Ulozenie brakujacego pytania do zadania §wiadczy o umiejetnosci wyodrgb-
nienia problemu i jego sformulowania. Rozwigzywanie zadan wedlug dyrektyw
G. Polya przewidywalo taki etap pracy dos¢ czesto. Dlatego tez duzy odsetek
uczniéw zostal do tego wdrozony. Czes¢ uczniéw nie podejmowala tego zagadnie-
nia, cze$¢é miala trudnodci lub wykonala te czynnosé blednie. Pozytywne wyniki
klas eksperymentalnych mieszcza sie w granicach od 68,2% do 88,4% poprawno-
&ci, przy przecietnych wynikach klas kontrolnych (38,6% - 52,3%). Trudnosei w
tym zakresie uwidacznialy si¢ w nieumiejetnosci wydzielania danych, w braku
uchwycenia zwigzkéw i zaleznosci miedzy danymi, w niezrozumieniu pojeé tkwia-
cych w zadaniu, a takze w nieumiejetnosci sformulowania pytania.

Stowne sformulowanie odpowiedzi i jej zapis to takze integralna czes¢ roz-
wiazania zadania. W klasach kontrolnych nie zawsze bylo stosowane. W klasach
eksperymentalnych wyniki pozytywne w tym zakresie stopniowo rosna i osiagaja
w ostatnich trzech badaniach poziom od 85,2% do 88,4% poprawnosci.

6. Préba syntezy

Wyniki badan przedstawione w niniejszym opracowaniu potwierdzajg pozy-
tywny wplyw zastosowania heurystycznej metody G. Polya w rozwigzywaniu
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zadan. Jest ona jednym ze sposobéw rozwiazywania zadan, ale przede wszystkim

zadan tekstowych.

Zastosowane wielokrotnie etapy tej metody wplywaly na rozwéj myslenia
matematycznego i inspirowaly oraz wdrazaly uczniéw do réznych sposobéw sa-
modzielnego rozwigzywania zadan, a takze do prawidlowej techniki uczenia sie.
Metoda ta wplynela ponadto na podniesienie wynikéw nauczania i rozwdj zainte-

resowan matematyka oraz na wlasciwg organizacje lekcji matematyki.
Etapy metody G. Polya wyznaczajg kolejno nastgepujace po sobie kroki

podczas rozwigzywania zadan, stanowigce w pewnym sensie algorytm czynnosci
w tym zakresie. Wplywa to na pelniejsze i glebsze poznanie przez ucznia struktury
zadan i ich elementéw skladowych oraz zwigzkéw i zaleznosci miedzy danymi a

problemami matematycznymi w nich zawartymi. Graficzne sposoby rozbioru
zadan i rézne metody ich rozwigzywania prowadza do stalego podnoszenia pozio-

mu ksztalcenia matematycznego juz od najnizszych klas szkoly podstawowe;.
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