Edward Stachowski

O trzech elementarnych nieréwnéciach i ich zastosowaniach przy
dowodzeniu innych nieréwndci

Przy dowodzeniu nierdwsoi stosujemy elementarmpezejscia rownowazne,
przeprowadzamy rozumowanie typu:
jezeli a>0 orazb >0, to:
i) a=b - a’=b?,
i) a=b - Ja=+b,
albo stosujemyprzejscia, ktore nie @ rownowazne.
Korzystamy wtedy z relacji przechodbam
jezeli a=b orazb>c, tm>c,
albo
z mazliwosci dodawania stronami zgodnie skierowanych nier@eino
jezeliazborazcd , tma+b>c+d,
albo
z mazliwosci mnazenia stronami zgodnie skierowanych nieréwaialla liczb dodatnich:
jezelia=zb=0o0raze=d= 0, talc=bld .
Zapowiadane w tytule trzy elementarne niero¥ang nastpujace (z podanej numeraciji
bedziemy korzystali w przedstawianych rozeaniach przyktadowych zafla

1. Dla kazdych liczb rzeczywistycta,b prawdziwa jest nierowrso

a’+b”=2ab,
przy czym réwné& zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdg=b.

2. Nieréwna¢ dlasredniej arytmetycznej i geometrycznej.
Sredni geometryczg dwoch nieujemnych liczb rzeczywistyehb nazywamy Iiczb\/%.
Dla kazdych nieujemnych liczb rzeczywistyab prawdziwa jest nierowr$o

a+b . /b,

2
ktdr czesto zapisujemy w postaci
a+b=2ab,
przy czym réwn& zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdg=b.

3. Dla kazdych liczb rzeczywistycha, b, takich,ze ab >0, prawdziwa jest nierowré

§+922,

b a
przy czym réwn& zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdgt=b.

Jeeli ab<0,to %+E < -2. Réwna¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdst=-b.
a



Nieréwnosé 1
Zadania wprowadzage

Zadanie 1.
Wykaz, ze dla kadej liczby rzeczywistex prawdziwa jest nierowrsé x* +1> 2x.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy nierow&é réwnowanie:

X2+122x & X2=2x+12 0= (x= 32 C

Ostatnia nierbwn jest oczywista.
Rowna¢ ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=1.

Zadanie 2.
Wykaz, ze dla kadej liczby rzeczywistex prawdziwa jest nierowrsé x° +1> 2| x| .

Rozwiazanie

Zauwaamy,ze |x|2 =X’ i przeksztalcamy nieréwié rownowanie:

X*+122]X = X’ = 24X+ 1= 0= (|x/- ])2 > (

Ostatnia nieréwn& jest oczywista.

Rowna¢ ma miejsce, gdy wtedy i tylko wtedy, gci)x{ =1, czylidlax=1 albo x=-1.

Nierownasé 1

Dla kazdych liczb rzeczywistychx oraz y prawdziwa jest nierowrio
X*+y%>2xy.

Dowaod

Przeksztalcamy nierow&é réwnowanie:

X2+ y222xy o X2=2xy+y?2 0+ (x-y)'2 0
Ostatnia nieréwn& jest oczywista.
RoOwna¢ ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=y.

Przykiady zastosowanieréwndgci 1.

Przyktad 1.
Wykaz, ze dla kadych liczb rzeczywistychx oraza prawdziwa jest nierowrso

(x+a)2 > 4ax.

Rozwiazanie
Przeksztatcamy nierow&é rownowanie:

(x+a)’ 24ax = X*+2ax+a’2 dax = x*— 2x+a’2 0= (x-a)" 2 (

Ostatnia nierébwn& jest oczywista.
Rowna¢ ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=a.

Przyktad 2.
Wykaz, ze jezeli a,b 3 diugasciami przyprostotnych trojkgta prostoktnego orazcjest

diugdscia przeciwprostoitnej tego trojigta, toa+b < /2.



Rozwigzanie
Jest wiele dowodow geometrycznych tej nierésanany przedstawimy dowdd algebraiczny,

ale oczywécie nie obejdzie sibez zastosowania twierdzenia Pitagorasa. Fokg, ze
(a+ b)2 < 2¢?, co jest rownowzne z tez.

® .
(a+b)’=a’+2ab+b’<a’+(a’+b’)+b*=2(a’+b?)=x*
Rowna¢ ma miejsce, gdy tréjt jest rownoramienny (jest ,potankwadratu”).
Uwaga

Zauwamy, ze ,przy okazji” udowodnimy nieréwnd¢ o zwigzku migdzy sredni
arytmetyczg i srednig kwadratowy.

. . . . , a’+b?
Srednia kwadratowa liczla,b jest réwn >

Wykazalsmy, ze dla dowolnych liczka, b prawdziwa jest nieréwrio

a+b /a2+b2
< )
2 2

igdy a=0,b> 0, to réwna¢ zachodzi, dlaa=b.

Przyktad 3.
Wykaz, ze jezeli w prostopadtécianie a,b,c 53 dlugasciami krawedzi wychodzch z jednego

wierzchotka orazl jest dtugdcia przekytnej tego prostopadéoianu, toa+b+c< d/3.

Rozwigzanie
Jest wiele dowoddw geometrycznych tej nierésanany przedstawimy dowdd algebraiczny,

korzystajc z wzoru na diug@ przektnej prostopadkxianu: a® +b*+c?=d?.
Pokaemy,ze (a+b+ c)2 <3d?, co jest rownowzne z tea.

(@
(a+b+c)2 =a?+b%+c?+2ab+ 2ac+ <

)

<a’+b?+c?+(a’+b?)+(a’+c?)+(b*+c?=

=3(a2 +b2+c2) =3d?

Rowna¢ ma miejsce, dlaa=b =c, czyli gdy prostopadkeian jest sz&ianem.

Uwaga

: : : +X, +...+
Srednia arytmetyczna liczl, x,,.. X, , to A7% aly

n

XX+ X

srednia kwadratowa liczlx;, X,,.. X, , to \/
n

Rozumujc tak, jak w przyktadach 2 oraz 3, seony udowodni nierdwndg¢ miedzy srednia
arytmetyczg i sredng kwadratowd liczb x, X,,..x, tzn. wykaza , ze dla dowolnych liczb

X, X,,.. %, prawdziwa jest nierowrio



2 2
X+ X, o H X, <\/x1+x2+...+xn
n n

Przyktad 4.

2
Wykaz, ze jezeli x+y=a, to x2+y22a7,

w szczegolngci, gdy x+y =1, to x> +y* > %

Rozwiazanie
Podnosimy obie strony réwia x+y=a do kwadratu i korzystamy z nierowdud (1).

@)
a?=(x+ y)2 =X+ 2xy +y’< x2+(x2+ y2) +y?= 2(x 2ty Z) , sid po podzieleniu obu stron
nierébwnaci przez 2 otrzymujemy tez

A - a
Rownai¢ ma miejsce, gdk =y =5

Przyktad 5.

2
Wykaz, ze jezeli x+y+z=a, to x2+y2+222%.

W szczegoélnéci x+y+z=1,to xX° +y2+222%.

Rozwigzanie

Podnosimy obie strony réwia x+y+ z=a do kwadratu i korzystamy z nierowswo (1).
)
a? =(x+y+2z)° = x2+y2+2%+2xy+ 2xz+ 2yz<

(sl)xz+y2+zz+(x2+y2)+(xz+z2)+(y2+zz):3(X2+y2+Zj

Stad po podzieleniu obu stron nierowscoprzez 3 otrzymujemy tez
ROwna¢ ma miejsce, gdx=y =2z :% :

Uwaga
Rozumujc analogicznie jak w przyktadach 3 oraz 4zmewykaza, ze jezeli x, X,,..X,
2

_ : : o _ 2,2 2, @
sq liczbami rzeczywistymi takimize x, + X, +...+ X, =@, to X, + X, +...+ X, = —.
n

Rowna¢ ma miejsce, gdy, =X, =...= X, =

Przyktad 6.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistyck y, z prawdziwa jest nierowrso

X+ Yy + 222 xy+x2+Yyz.



Rozwigzanie
Zapisujemy trzy razy nierowsdé 1.

X2 +y? > 2xy,
X°+27° 2 2xz,
vy +72>2yz,
po dodaniu stronami otrzymujerrg( X2+ y?+ zz) > 2(xy +xz+yz), a po podzieleniu obu
stron przez 2 otrzymujemy tgz
Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.
Uwaga
Rozumujc analogicznie jak w przyktadzie 6 seamy wykaza, ze jezeli x, X,,..X,
sg liczbami rzeczywistymi, to
(n-1)Y %=220% x X,
k=1

ki<jsn
I rownos¢ ma miejsce , gdy, =X, =...= X .
Nierownosé 2

Zadanie wprowadzage
Zadanie 1.
Wykaz, ze jezeli x>0, to x+1=> 2Jx.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy nierow&é réwnowanie:

x+12 2% © x—- 2/x+ 1> 0w (\/})2— afx+ B 0= (Vx- )22 (

Ostatnia nierébwn& jest oczywista.
Rowna¢ ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=1.

Nierownasé 2
Da kazdych liczb nieujemnych rzeczywistyayb prawdziwa jest nierowrsé dla
sredniej arytmetycznej i geometrycznej

at+b

>./ab , ktéra czesto zapisujemy w postaei+b > 2v/ab .

Réwna¢ ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=b.

Dowaod
Przeksztalcamy nierowlé réwnowanie:

270 >ab - a+b22Vab - a-2ab+b> 0~ (Va-vb) 2 0

Ostatnia nierowng i fakt, ze rowngd¢é ma miejsce, wtedy i tylko wtedy, gdy=Db
S3 oczywiste.

Uwaga
Nieréwnai¢ ta zastuguje na szczegdlawag:.



Z faktu,ze dla kadych liczb dodatnicta,b prawdziwa jest nieréwré a; b >./ab

wynika, ze:

a) jezeli stata jest suma dwaoch liczb dodatnich, to lobzyn jest najwikszy, gdy obie
liczby 53 rowne, (np. Wréd prostoktéw o ustalonym obwodzie najgkisze pole ma
kwadrat),

b) jezeli staly jest iloczyn dwdch liczb dodatnich, thisuma jest najmniejsza, gdy obie
liczby g3 rowne, (np. wréd prostoktéw o ustalonym polu najmniejszy obwod ma
kwadrat).

Przykiady zastosowanieréwndgci 2.

Przyktad 1.
Wykaz, ze jezeli x>0,y >0 oraz xy = 25, to (1+x)(1+y) = 36.

Rozwiazanie

(2)
(1+x)(1+y) = 1+ xy+x+y= 26+(x+y) 2 26+ 2/ 25 3.
Rowna¢ ma miejsce, gdk=y=5.

Przyktad 2.
Wykaz, ze jezeli a,b,x s liczbami dodatnimi oraab=4, to (a+x)(b+x)=(x+ 2)2 .
Rozwigzanie
(2)

(a+x)(b+x)=x*+ab+ax+bx=x*+4+(a+b) x> x>+ 4+ 2/ 40k = x?+ &+ 4= (x+ J°.
Rowna¢ ma miejsce, gdp=b=2.
Przyktad 3.
Wykaz, ze jezeli x,y,z 3 liczbami dodatnimi orazyz =1, to

(1+x)(1+y)(1+2)= 8.

Rozwigzanie
Zapisujemy trzy razy nierowié dlasrednich:

2
1+x= /X,
2
1+y=22]y,

(2)
1+z>2/z.
Mnoza te trzy nierébwnéci stronami otrzymujemy tez
Rowna¢ ma miejsce, gdk=y=z=1.

Przyktad 4.

Wykaz, ze jezeli x,y,z s3 liczbami dodatnimi, to
(x+y)(x+2)(y+2z)=8xyz.

Rozwiazanie

Zapisujemy trzy razy nieréwié dlasrednich:



(2)
X+y=2xy,

(2)
y+z=2yz,

(2
X+z=> ZJE.

Mnozac te trzy nieréwnéci stronami otrzymujemy tez
Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.

Przyktad 5.

Wykaz, ze jezeli x,y,z s3 liczbami dodatnimi, to
Xy+yz+ X2 Xyz + yN2x + 2y .

Rozwiazanie

Dla uproszczenia dowodu pomiymy obie strony tezy przez 2,

przeksztalcimy lew strore otrzymanej nierOwrkei i trzy razy zastosujemy nierOwWto(2).
(2)

2(xy +yz+2X) =Xy + Xz + yx+ yz+ X+ zy = X(y + z) + y(x+ z) + z(x+y) =

(2)
2x[2ﬁ+y[2«/§+z[2&z 2(x\/ﬁ+y\/5+z\/@) .
Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.

Przyktad 6.
Wykaz, ze jezeli a,b,c,d s3 liczbami dodatnimi, to

J(a+b)(c+d) =2¥abcd .
Rozwigzanie

Obie strony nierowniei s3 dodatnie, wgc po podniesieniu ich do kwadratu otrzymamy
nierdwna¢ rownowana

(a+b)(c+d)=4Vabcd .
Zapisujemy teraz dwa razy nierowsdd?2)
(2)
a+b=2Jab,
(2)
c+d=2cd .

Po pomnaeniu tych nierébwngci stronami otrzymujemy tez
Rowna¢ ma miejsce, gdy=b orazc=d.

Przyktad 7.
Wykaz, ze jezeli X,y s3 liczbami dodatnimi orax+y =16, to

(1+x)(1+y) <81

Rozwigzanie
Korzystajc z nierownéci 2. mamy

2
2 X+
xy =(xy) s( Zyj =64
Przeksztalcap lewg strore nierowndci otrzymujemy
(1+x)(1+y) =1+ x+y+xy< I+ 16+ 64 8,

co nalgato wykaza.
Nieréwnosé 3




Zadania wprowadzage.

Zadanie 1.

Wykaz, ze jezeli x>0, to x+12 2.
X

Rozwiazanie
Poniewa x>0, to po pomngeniu obu stron nierdwroi przez x, otrzymujemy nierownit

X2 +12= 2x, roWnowana z 0czywish nierowndcia (x—l)2 >0.
Réwna¢ ma miejsce, gdyx =1.

Zadanie 2.

Wykaz, ze jezeli x<0, to x+ls 2.
X

Rozwigzanie
Poniewa x<0, to po pomngeniu obu stron nierdwroi przez x, otrzymujemy nieréwnit

x2 +12 - 2x, réwnowana z oczywish nieréwnacia (x+1)° 2 0.
Réwna¢ ma miejsce, gdy =-1.
Nierownasé 3

b

a) Jeeli ab>0,to§+—22.
b a

b) Jeeli ab<0,t02+2< 2.
b a

Dowod

a) Poniewa ab >0, to mnaac obie strony nieréwriai przezab otrzymujemy
nieréwnd¢ a +b? > 2ab, réwnowang z oczywisg nieréwndcia (a—b)” > 0.
Réwn&c ma miejsce, gdya=b.

b) Poniewa ab<0, to mnaac obie strony nierbwrigi przezab otrzymujemy
Nieréwnai¢ a? +b? > -2ab, réwnowana z oczywisg nierowndcia (a+b)’ 0.
Réwn&c ma miejsce, gdya=-Db.

Przykiady zastosowanierowndgci 3.

Przyktad 1.
Z nierowndci 3a) wynika natychmiastge jezeli a jest kytem ostrym, to
sing , coy
t——22,
cosa s

przy czym rowné¢ ma miejsce wtedy i tylko gdgr =45 .

Przyktad 2.



Wykaz, ze jezeli xy >0, to (x+ y)(1+£]24.
Xy

Rozwigzanie
Przeksztalcag lewy strore nierébwndgci otrzymujemy:

(X+ y)(1+£] :1+§ +X+1: 2+(§ +1] .
X Yy y X y X
Stosujemy teraz nierowid (3)
()
2+(5+ij 2+ 2= 4,
y X
Réwna¢ ma miejsce, gdk=y.

Przyktad 3.
R : . . 1 1 1
Wykaz, ze jezeli x,y,z s3 liczbami dodatnimi, t((x+ y+ z)(—+—+—j29.
Xy z
Rozwigzanie
Przeksztalcag lewy strore nierébwndgci otrzymujemy:

(x+y+z)(1+i+—lj:1+5+§+X+1+X+E+E+l=
Xy z y z X Z Xy

3+(§+1]+(§+Ej+[1+5}
y X Z X Z'y

Stosujemy teraz do kdego z trzech nawiaséw nierowsid?3)

©)
3+(5+z]+(z+zj+[z+zjzg+ 24 24 2= €
y X z X z y

I otrzymujemy tez.
Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.

Przyktad 4.
Wykaz, ze jezeli x,y,z s3 liczbami dodatnimi, to

xy(x+y=-2z)+yz(y+z-2x)+xz(x+z-2y) = 0.

Rozwigzanie
Przeksztalcag lewy strore nierébwndgci otrzymujemy:

xy(x+y=-2z)+yz(y+z-2x)+xz(x+z-2y)=

=xyz(§—i—2+i+5—2+§+5_2j:

= XYZ((§+X—2}+(§+E— 2)+[X+E— D
y X z X zy
Stosujc do kadego z trzech nawiaséw nierowdd3) w wersji
a b .
b +—-22>0, otrzymujemy teg
a

Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.

Przyktad 5.



Wykaz, ze jezeli x,y,z s3 liczbami dodatnimi, to
L A LN X+y+z.
z X Yy

Rozwigzanie
Dla uproszczenia dowodu pomiymy obie strony tezy przez 2,

przeksztatcimy lew strore otrzymanej nieréwriei i zastosujemy do kalego z trzech
nawiaséw nierowng (3).
2(ﬁ+£+ﬁj LN L VLN Y X
zZ X Yy zZ y X z X Y
(3
= x(1+5)+ y(z+§j+z(z+§J2 2x+2y+22= Ax+y+2)
z y X z Xy
Réwna¢ ma miejsce, gdx=y=1z.

Przyktad 6.
Wykaz, ze jezeli X,y,z s liczbami dodatnimi oraxyz =1, to
Xy+XZ+yz+Xx+y+z26.
Rozwigzanie
1 1

Z warunku xyz =1 wyznaczymyz =i otrzymupc: xz=xH—==,yz= y[—li =
Xy Xy 'y Xy

I S, : 1 1 1 1
Zapisujemy nierOwni w postacixy +—+—+x+y+—=| x+— |+
y X Xy X
Stosujc do kadego z nawiaséw nierowsd(3) otrzymujemy teg
Réwna¢ ma miejsce, gdk=y=z=1.

Przyktad 7.
Wykaz, ze jezeli X,y,z 3 liczbami dodatnimi oraxyz =1, to
(1+x)(1+y)(1+2)= 8.

Wskazowka
Wykonaj dziatania po lewej stronie nierowégoi porownaj z poprzednim zadaniem.
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