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Na pierwszej lekcji z dziatu Ciagi liczbowe m.in. ¢wicze¢ z uczniami wyznaczanie wzoru ogolnego
podanego poprzez wypisanie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu liczbowego. Sa to oczywiscie
najprostsze ciagi typu: ciag liczb parzystych, cigg harmoniczny. Zawsze réwniez wypisuj¢ uczniom kilka
poczatkowych wyrazéw ciggu Fibonacciego. Jednakze w tym przypadku uczniowie po chwili
zastanowienia zauwazaja zaleznos¢, ze kazdy wyraz poczawszy od trzeciego jest sumg dwoch
bezposrednio poprzedzajacych go wyrazow, a zatem nieswiadomie wyznaczajg wzor rekurencyjny tego
ciggu. Chcialbym w tym artykule zaproponowa¢ ¢wiczenia w wyznaczaniu wzoru rekurencyjnego ciggu
liczbowego, ktory beda stanowi¢ pierwiastki rownania Pella przy jednoczesnym wykorzystaniu narzegdzi
technologii informacyjnej w postaci arkusza kalkulacyjnego Excel oraz jezyka programowania C++.

Czym jest rownanie Pella? Jest to rownanie postaci x° — Dy? =1, gdzie D jest liczba catkowita
dodatnig nie bedacg kwadratem innej liczby catkowitej. Rozwigzujac rownanie Pella poszukujemy par
liczb catkowitych (X, y) spelniajacych to rdwnanie. Oczywiscie rozwigzaniem tego roOwnania jest para
liczb (1,0). Jak wiadomo, jezeli D jest liczbg catkowitg dodatnig nie bg¢dgca kwadratem innej liczby
calkowitej, to rOwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan. W tym artykule zajmiemy si¢ przypadkiem

D =3, czyli réwnaniem postaci x> —3y* =1. Wykorzystujac narzedzia technologii informacyjnej
sprobujemy znalez¢ kilka poczatkowych par rozwigzan tego rbwnania oprocz pary (1,0). W tym celu
zajmiemy si¢ problemem réwnowaznym, czyli wyznaczeniem ciggu liczb catkowitych nieujemnych y
takich, aby liczba 3y? +1 byta kwadratem liczby catkowitej. Latwo zauwazy¢, ze pierwsze dwa wyrazy
tego ciggu to liczby 0 oraz 1. Aby znalez¢ kolejne wyrazy bez zmudnych obliczen mozna wykorzystac
arkusz kalkulacyjny Excel albo napisa¢ prosty program przy pomocy np. j¢zyka programowania C++.

A | B | ¢ |
BN 1
2 1 2
3| 2 3605551 |
4| 3 5291503
5| 4 7
6| 5 8717798
7 6 104403
8| 7 | 12716553
9| 8 13389244
0 9 15,6205
1] 10 17,34935
12| 11 19,07878
13| 12 | 20,80865
14| 13 2253886
15| 14| 2426932
16| 15 26
17| 16 | 27.73085
18| 17 | 2946184
19| 18 | 31,19295
20| 19 3292416
21| 20 | 3465645

Kolumna A arkusza zawiera kolejne liczby naturalne, za$ kolumna B warto$¢ wyrazenia /3y” +1, gdzie

y to liczba z kolumny A. Juz widaé, ze kolejne dwa wyrazy tego ciagu to liczby 4 oraz 15, za$ kolejne
to: 56, 209, 780 itd.



Mozna rowniez napisa¢ prosty program w jezyku C++, ktory wygeneruje nam kolejne wyrazy tego ciggu.

#include <iostream>
#include <math.h>
using namespace std;
int main()
{

const int n=100;

for(int i=0;i<n;i++)

cout<<i<<" "<<sgrt(3*i*i+l)<<endl;

return 0;
g C\Users\Rafaf\Desktop\Untitled1.cpp - [Executing] - Dev-C++ 5.11
Filg

# © C:\Users\Rafa | \Desktop\Untitled1.exe

Zatem ciag liczb y to ciag postaci: 0, 1, 4, 15, 56, 209, 780, ... .
Pozostaje najtrudniejsza czes$¢ zadania: znalez¢ zalezno$¢ migdzy tymi liczbami.

mozna zauwazyc, ze:

4=4-1-0
15=4-4-1
56=4-15—4
209=4-56-15
itd.

A wigc przypuszczamy, ze liczby y spetniajg zalezno$¢ rekurencyjna:
Yo =4Yn1 =Yoo N23,y,=0,y, =1.

Jest to, jak nie trudno udowodni¢ zalezno$¢ prawdziwa.

Po doktadnej analizie

Wyznaczymy jeszcze jawny wzor tego ciggu. W tym celu nalezy najpierw rozwigza¢ rOwnanie

kwadratowe:

y?=4y-1.
Rozwigzaniem tego rownania sg liczby: 2 — /3 oraz 2++/3 . Zatem:

Y, :a(Z—\/é)n +,B(2+\/§)n, nx1.



Wspotczynniki ¢, # wyznaczamy na podstawie informacji: y, =0, y, =1.

Ostatecznie:

Y, :$(2—\/§)n +2\/§6_3(2+\/§)n, n>1

badz nieco proscie;j:

Yo = %[(ﬂ J3)” —(2—\/§)H}, n>1.

W analogiczny sposob mozemy wyznaczy¢ zaleznos¢ rekurencyjng dla ciggu liczb X :

X, =4X,, —X,,,N=23 X =1 X, =2.

Zatem rozwiazaniem réwnania x> —3y* =1 jest para liczb (Xn, A ), gdzie:

X, =4X, =X, ,,N=23, X, =1 X,=2
Yo =4Yn1—VYaoN23,y,=0,y,=1.

Podobnie mozna ¢wiczy¢ wyznaczanie wzordéw rekurencyjnych ciggéow dla kazdej innej liczby D
wystepujacej w rownaniu x> —Dy? =1,



